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Prólogo 


La práctica puede o no ser perfecta, pero la física sin práctica es estéril. Las 
leyes de la física mos dicen cómo trabaja el universo. Para comprender 
verdaderamente estas leyes tenemos que verlas trabajando. Tenemos que ver, 
por ejemplo, cómo se combinan las leyes de movimiento y las de gravitación 
universal para generar las órbitas elípticas de los planetas. Sin esta confirma- 
ción, las leyes de la física son solamente las leyes de la física, y no las leyes de la 
naturaleza. 

Las leyes básicas de la física no son especialmente difíciles de comprender. 
Sin embargo, su aplicación a situaciones no demasiado simples es difícil. Para 
determinar las órbitas de los planetas, por ejemplo, tenemos que resolver dos 
ecuaciones de segundo grado acopladas, no lineales. Aunque una solución 
matemática a estas ecuaciones es difícil, una solución numérica es elemental. 
Más aún, la facilidad de obtener una solución numérica es más o menos 
independiente de la naturaleza de las fuerzas o, lo que es lo mismo, de la 
naturaleza de la situación física. Podemos aplicar el mismo método numérico 
para movimiento de proyectiles, movimiento de planetas, viajes espaciales, 
osciladores armónicos, desintegración radiactiva, zorros que comen conejos que 
comen hierba y muchas otras situaciones. 

Mientras que las soluciones muméricas son elementales, presentan dos 
problemas: son tediosas y difíciles de interpretar. Ahora el ordenador puede 
quitar el aburrimiento. Los ordenadores acaban con el aburrimiento. Cuando al 
ordenador se le presenta una tarea aritmética repetitiva y larga, puedes casi 
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sentir cómo se estremece excitadamente, mientras espera nervioso tu orden para 
empezar. 

Pero una vez que el ordenador ha determinado la solución numérica, te das 
cuenta de que ha creado un monstruo. Te encuentras inundado con un alud de 
datos y debes afrontar el segundo problema generado por las soluciones 
muméricas. ¿Cómo interpretar todos esos números? La respuesta más satisfacto- 
ria la consigues gracias a los gráficos. Sí se trata de una trayectoria, dibújala. Si 
mo es una trayectoria, trata entonces de encontrar alguna forma de dibujar los 
resultados: número de partículas radiactivas en función del tiempo, posición en 
función del tiempo, pendiente en función del desplazamiento, número de 
conejos en función del número de zorros, y así sucesivamente. Mil puntos 
gráficos valen más que un millón de números. 

Hay muchos lenguajes de programación capaces de generar gráficos. Según 
este texto, Logo es el más flexible para esta aplicación y el más fácil de aprender. 
Es el más flexible gracias a su amplio vocabulario gráfico. Es el más fácil de 
aprender, porque permite comunicarse con el ordenador de forma muy similar a 
la que las personas utilizan para comunicarse entre sí. Logo es un lenguaje de 
procedimientos (o modular). Permite definir nuevas palabras, que tendrán el 
mismo estatus que los comandos fundamentales, construidas dentro del 
lenguaje. Estas nuevas palabras púeden ejecutarse por sí mismas o como parte 
de otro procedimiento. Las “palabras” no se limitan' a sentencias como en el 
BASIC. 

El lenguaje tiene un efecto importante sobre nuestra capacidad de razonar. 
A veces, cuando te estás afanando inútilmente en resolver un problema, párate 
un momento y observa cómo utiliza el lenguaje tu proceso de razonamiento. 
Intenta pensar sin usar palabras. El hecho de que la estructura del Logo esté 
muy próxima a la estructura del lenguaje convencional es una considerable 
ventaja. 

Hay que resaltar que este libro no es ni un manual de Logo ni un texto de 
física. Se considera que existe un conocimiento previo del Logo y se recomienda 
tener, al menos, un libro de física para consultas. A pesar de haberse hecho un 
esfuerzo para incluir en cada capítulo una descripción de los aspectos físicos 
más relevantes, existen amplios agujeros que sólo pueden llenarse mediante un 
tratamiento más profundo. 

Los prerrequisitos para leer este libro son mínimos. Se necesita saber algo 
de trigonometría y un poco de álgebra. No obstante, los capítulos se han 
escalonado según su dificultad matemática. Los primeros capítulos te suponen 
una mínima capacidad de programación y fundamentos matemáticos. De hecho, 
una buena parte de estos primeros capítulos se utilizó en un programa piloto 
con niños de una escuela de quinto y sexto grado. 

Desde su invención, los ordenadores de alta velocidad han sido utilizados 
por los científicos para resolver problemas que son demasiado difíciles de 
resolver por métodos normales. Los lenguajes que se han utilizado para 
comunicarse con los ordenadores no eran fáciles de aprender ni de utilizar. Con 
la aparición del Logo es ahora posible, para cualquiera, hablar con el ordenador. 
No quisiera presentar este libro como un método revolucionario de estudiar la 


física; es bastante tradicional. En cada capítulo se describen algunos principios 
físicos y se presenta un problema a resolver. Se muestra entonces un método 
para resolverlo y, como conclusión, se proponen problemas adicionales que 
permitirán al estudiante comprobar y aumentar su comprensión del tema. La 
única novedad en nuestra presentación es el nivel al que el estudiante es in- 
troducido al ordenador. Hace diez años se enseñaban técnicas de programación 
únicamente a estudiantes graduados en física. Hoy se introduce la programa- 
ción de ordenadores a todos los estudiantes de ingeniería. Con la aparición de 
lenguajes de programación más sencillos, surge la oportunidad de ofrecer esta 
capacidad a un nivel aún más elemental. Recuerdo que, cuando era un joven en 
la escuela secundaria, oí de alguna persona muy inteligente que había estudiado 
“el calculus” en el colegio. Se sabía que el cálculo era el símbolo de los muy 
inteligentes. Hoy enseñamos cálculo en la escuela secundaria. 

No queremos sustituir los métodos analíticos por métodos numéricos. Los 
métodos analíticos deben mantenerse como la herramienta primaria en cual- 
quier asignatura científica. Ciertamente, el tema de la caída libre en un campo 
gravitacional es fácilmente resoluble por métodos algebraicos. Si el estudiante 
conoce los fundamentos algebraicos, ésta debería ser la herramienta elegida. El 
objetivo al introducir la caída libre en este libro es permitir a estudiantes sin 
conocimierítos algebraicos suficientes la resolución de tales problemas y utilizar 
este simple problema como un ejemplo de los algoritmos básicos para generar 
una solución mediante Logo. Estas mismas técnicas se aplicarán posteriormente 
a problemas más complicados, donde los métodos algebraicos no son adecuados. 

El principal objetivo de este libro es demostrar que cualquier persona con 
curiosidad sobre las leyes de la naturaleza puede resolver una amplia variedad de 
problemas usando el Logo para evitar las dificultades matemáticas. El Logo 
puede ser para el novato lo que el FORTRAN es para el profesional. Los temas 
que aquí se tratan solamente tocan lo superficial y esperamos que nuestros 
lectores se inspirarán para explorar las leyes de la naturaleza con la seguridad de 
tener una tortuga a sus órdenes. 
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Notas al usuario 


No todas las versiones del Logo se crearon de la misma forma. El Logo de 
IBM y de Apple carecen de tortugas múltiples. El Logo de Atari tiene tortugas 
múltiples pero carece de un comando HACIA. El Logo de Commodore 
y Sprite tienen tortugas y comando HACIA, pero carecen de VENTANAS. El 
Logo de Terrapin y Krell carecen de tortugas y de VENTANAS. El Logo de 
Radio Shack y TI no son adecuados para nuestra aplicación porque o bien 
emplean solamente aritmética entera, o carecen de funciones trigonométricas, 
listas, o las tres a la vez. Ningún Logo puede satisfacer los requisitos de todas 
las personas. 

Es posible escribir procedimientos Logo que proporcionen algunas de las 
primitivas que faltan. Podemos escribir un procedimiento HACIA para el Logo 
de Atari que trabaje de la misma forma que el comando HACIA del Logo de 
Apple o IBM. 

Simular múltiples tortugas no es, en cambio, tan sencillo. Hemos incluido 
un procedimiento PIDE para el Logo de Apple e IBM que es similar al de Atari 
y Commodore. 

Los procedimientos HACIA y PIDE se listan a continuación No es 
necesario que entiendas los programas, sino su utilización. Si tu versión de 
Logo carece de alguno de ellos, es importante que almacenes los comandos 
ausentes en disco o cinta y los cargues en memoria cada vez que el proyecto lo 
requiera. Estos procedimientos son más lentos que los correspondientes en 
lenguaje máquina, pero será suficiente. Hablando en términos generales, la 
velocidad no es un problema para los proyectos incluidos en este libro. 
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La sintaxis utilizada en el libro es LCSI (Logo Computer Systems Inc). 
Todos los programas más importantes se han traducido a la sintaxis MIT, 
y aparecen en el apéndice B. 


HACIA 
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El siguiente procedimiento HACIA es una modificación de un programa 
escrito por Harold Abelson del MIT. Será imprescindible para todos los 
usuarios del Logo de Atari. 

El efecto del comando HACIA (posición) es proporcionar el rumbo de la 
tortuga cuando se dirige a la posición de entrada. Por ejemplo: 


| PONRUMBO HACIA [30 40] 


dirigirá la tortuga hacia el punto cuyas coordenadas x e y son 30 y 40, 
respectivamente. 
Como un segundo ejemplo, si la tortuga está en el centro y llamamos 


| ESCRIBE HACIA [30 40] 


aparece en la pantalla el rumbo 38.87. 
El procedimiento HACIA proporciona, además, un procedimiento 
ARCTAN. 


PARA HACIA :POS 

DEV HACIA1 ( ( PRIMERO :POS ) — COORX > ( ( ULTIMO :POS ) - 
COORY ) 

FIN 


PARA HACIA1 :DX :DY 
DEV HACIA3 :DX :DY HACIA2 ABS :DX ABS :DY 
FIN 


PARA HACIA2 :DX :DY 

SI :DX = O [DEV 0] 

SI :DY = O [DEV 90] 

DEV ARCTAN ( :DX / :DY ) 
FIN 


PARA HACIA3 :DX :DY :ANG 

SI :DY < O [HAZ "ANG 180 — :ANG] 
SI :DX - [HAZ "ANG 360 - :ANG] 
DEV :ANG 

FIN 


PARA ARCTAN.RAD :X 
HAZ "X2 :X * :X 


PIDE 


SI :X > 1 [DEV 1.5707963 - ARCTAN.RAD ( 1 / 01 

SI :X < -1 [DEV -1.5707963 - ARCTAN.RAD ( 1 / :X)1 

DEV :X * ( 0.999866 + :X2 * ( - 0.3302995 + :x2 * ( 0.180141 
+ :X2 * ( - 0.085133 + :X2 * 0.0208351 )) ) ) 

FIN 


PARA ARCTAN ::X 
DEV 57.2957795 * ARCTAN.RAD :X 


FIN 

PARA ABS :X 

DEV SI :X< 0 E[- :X] [:X] 
FIN 


Si tu Logo no dispone de múltiples tortugas, el siguiente procedimiento 
simulará el efecto. Debes salvarlo y cargarlo cada vez que lo requiera un 
proyecto. Para entender PIDE, imagínate que tienes cuatro tortugas (0, 1, 2, 3) 
a las que puedes dirigirte independientemente. Á menos que digas lo contrario, 
tus instrucciones se dirigirán a la tortuga 0. Si, en cambio, escribes 


| PIDE 1 [PONPOS [30 4011 


la tortuga 1 irá a la posición de coordenadas (30,40). 
En general, cuando escribas: 


| PIDE (NUMERO DE TORTUGA) (LISTA DE INSTRUCCIONES) 


la tortuga especificada ejecuta las instrucciones de la lista. A continuación se da 
el programa que hace esto. 


PARA PIDE :N :CMD 

HAZ ''RUMBO.POS.ANT LISTA POS RUMBO 
SL PONPOS PRIMERO VALOR :N 
PONRUMBO ULTIMO VALOR :N 
DIBUJA. TORTUGA [GOMA] 

BL 

EJECUTA : CMD 

DIBUJA.TORTUGA [BL] 

HAZ :N LISTA POS RUMBO 

SL 

PONPOS PRIMERO :RUMBO.POS.ANT 
PONRUMBO ULTIMO :RUMBO.POS.ANT 
BL 

FIN 
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PARA CENTRO. TODO 

LOCAL "N 

HAZ "N O 

REPITE 4 CHAZ :N [LO 0] O] HAZ "N :N +1] 
FIN 


En el procedimiento PIDE, observe la línea 


| HAZ :N LISTA POS RUMBO 


Si N fuera 1, la posición (30,40) y el rumbo 90 entonces la variable 1 se 
convierte en la lista [[30 40] 90]. La primera lista dentro de la lista es la posición 
y la segunda es el rumbo. Para ver cómo trabaja este proceso, inicialicemos 
primero los números de la tortuga llamando a CENTRO.TODO. Si imprimes 
los nombres (IMVS) observarás: 


O es ELO 0] 0] 
1 es [LO 0] 0] 
2 es [LO 0] 0] 
3 es [LO 01 0] 


Si ahora escribes: 
| PIDE 1 [GO 90 AV 100 GI 90 AV 50 GD 901 IMVS 


verás un ángulo recto dibujado en la pantalla seguido por 


O es ELO 01 0] 
1 es [E100 50] 90] 
2 es ELO 0] 0] 
3 es [ELO 01 0] 


En este ejemplo, la tortuga está en (100,50) con un rumbo de 90 grados, 
y las restantes tortugas están en el centro. 

Si todas las tortugas son llamadas por el procedimiento PIDE, no es 
necesario seguir la pista de la posición y el rumbo antiguos de la tortuga 
principal. En tales casos, el procedimiento PIDE se puede abreviar como sigue: 


PARA PIDE :N :CMD 

SL PONPOS PRIMERO VALOR :N 
PONRUMBO ULTIMO COSA :N 

BL 

EJECUTA :CMD 

HAZ :N LISTA POS RUMBO 

FIN 


Recuerda: En todos los programas que empleen PIDE debes inicializar las 
variables llamando primero a CENTRO.TODO. 

Este comando PIDE tiene una característica desafortunada. No muestra la 
tortuga. Esto se puede solucionar con el siguiente programa. Se ejecuta con 
mucha mayor lentitud que el anterior y conviene utilizarlo en aquellos casos en 
que se necesite ver la tortuga. Sálvalo bajo un nombre diferente. Por ejemplo, 


PIDE.MUESTRA. 


PARA PIDE :N :CMD 

HAZ "RUMBO.POS.ANT LISTA POS RUMBO 
SL PONPOS PRIMERO VALOR :N 
PONRUMBO ULTIMO VALOR :N 
DIBUJA. TORTUGA [GOMA] 

BL 

EJECUTA : CMD 

DIBUJA.TORTUGA [BL] 

HAZ :N LISTA POS RUMBO 

SL 

PONPOS PRIMERO :RUMBO.POS.ANT 
PONRUMBO ULTIMO :RUMBO.POS.ANT 
BL 

FIN 


PARA DIBUJA.TORTUGA : CMD 
EJECUTA : CMD 


GI 45 
REPITE 4 [AV 5 GD 90] 
GD 45 
FIN 
PARA CENTRO.TODO 
LOCAL "'N 
HAZ "N O 
REPITE 4 [HAZ :N [CO 0] O] HAZ "N :N +1] 
FIN 


Logos del futuro 


El lenguaje Logo evoluciona rápidamente. Regularmente aparecen nuevas 
versiones de Logo o versiones actualizadas de viejos Logos. Algunos de los 
comentarios que hemos hecho sobre las limitaciones de los actuales Logos 
se pueden haber quedado obsoletos en el momento en que leas este libro. 
A continuación, damos una lista de las cosas más importantes a buscar cuando 
selecciones una versión de Logo, así como una lista de deseos. No he incluido 
las características comunes a los Logos de Apple, Atari, Commodore, Krell 
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y Terrapin. Las características más importantes se indican en primer lugar y, 
a continuación, las menos importantes. 


L 


2. 
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PIDE o ACTIVA (la capacidad para dirigir más de una tortuga. La 
tortuga no tiene por qué ser dinámica). 

VENTANA (la capacidad de la tortuga para abandonar la pantalla sin 
ENLAZAR o dar un mensaje de error). 

HACIA (la posibilidad de dirigir la tortuga hacia cualquier posición). 
PONESCALA (la capacidad de elegir el tamaño representativo de la 
pantalla. Es útil, para resolver problemas de física, disponer de una 
escala que se adapte a tus necesidades. En muchos casos es necesario 
disponer de escalas independientes para los ejes x e y). 
CARTESIAN (la posibilidad de medir ángulos de acuerdo con los 
métodos más tradicionales de la geometría cartesiana. Es difícil explicar 
a los estudiantes por qué las fórmulas de Logo se expresan de forma 
distinta a las de los textos de física y matemáticas. Sería útil poder 
alternar entre CLOCK, en el que los ángulos se miden en el sentido de 
las agujas del reloj a partir del eje y, y CARTESIAN, en el que los 
ángulos se miden en sentido contrario a las agujas del reloj a partir del 
eje x). 

Logaritmos y exponenciales. 

Implementación de arrays e iteraciones (aunque las listas y la recursión 
se aplican de forma más general, los arrays y la iteración son 
generalmente más fáciles de utilizar y más corrientes en aplicaciones 
matemáticas). 


Con la excepción de VENTANA y PONESCALA, todas las características 
anteriores se pueden escribir en Logo con diferentes grados de éxito. (Arrays 
e iteración ya existen en su lenguaje padre, LISP.) No obstante, a medida que 
madure el lenguaje Logo, comenzará a incorporar cada vez más características 
a nivel de lenguaje máquina, facilitando así la tarea de la comunicación con el 
ordenador en una forma que es, a la vez, lógica y literal. Es verdaderamente 
impresionante que el Logo, tal como existe hoy, sea capaz de satisfacer tan 
ancha variedad de necesidades. Esto es debido, en parte, al cuidado con que fue 
diseñado y, por otra, a la naturaleza extensible del Logo mismo. 


Vectores 


Introducción 


Estamos acostumbrados a hacer cálculos con números. Dos más dos son 
cuatro. Los múmeros son útiles para describir muchas cosas en física. La 
temperatura de ebullición del agua es 100 grados Celsius. Una bolsa de azúcar 
pesa mil gramos. La presión atmosférica es 1 kg/cm?. Los números son viejos 
amigos nuestros. 

Sin embargo, hay muchas cosas en física que no se describen adecuadamente 
con números simples. No puedes describir la velocidad del viento con un único 
número: no es suficiente decir que la velocidad del viento es de 8 km/h, puesto 
que no te dice nada sobre su dirección. Sin embargo, podemos decir que la 
velocidad del viento es 30 grados Este, con una intensidad de 8 km/h. Para dar 
una descripción completa de la velocidad del viento, debemos especificar su 
intensidad y su dirección. Esto mo lo podemos hacer con un único número. 

Hay muchas cosas que caen dentro de esta categoría. Cosas como desplaza- 
miento, velocidad, aceleración y fuerza son todas cantidades que se especifican 
mediante su intensidad y dirección. Existe un objeto matemático perfectamente 
adecuado para describir estas cantidades físicas. 

Un vector en matemáticas se define como un segmento dirigido. Posee 
módulo (la longitud de la línea) y argumento (la dirección). En la figura 1.1 se 
han dibujado tres vectores. Cada uno tiene un módulo y una dirección 
diferentes. 
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Figura 1.1.—Tres vectores 


Cuando una cantidad física se puede determinar con un único número, se le 
denomina escalar. Ejemplo de escalares son la masa, temperatura, densidad 
y presión. Estas cantidades sólo tienen módulo, no dirección. Utilizaremos 
letras en negrita para distinguir los vectores de los escalares. 

Mustraremos la necesidad de los vectores observando el movimiento de un 
proyectil. Cuando una pelota es arrojada al aire, sigue la trayectoria de la línea 
de puntos de la figura 1.2. La pelota tiene un desplazamiento neto D, una 
velocidad v (tangente a la trayectoria) y una aceleración a (dirigida hacia abajo) 
en la dirección de la fuerza de la gravedad FF que actúa sobre la pelota. 


Figura 1.2.—Cantidades vectoriales de uma pelota en movimiento 


La pelota también tiene otros atributos físicos, descritos mediante cantidades 
escalares, como aparece en la figura 1.3. El peso de la pelota es 1 kg; su 
volumen, 20 cm. Su temperatura es 200 C y refleja fuertemente la luz de 
longitud de onda de 7 x 10“ m (una forma elegante de decir que la pelota es 
roja). 


Figura 1.5.—Cantidades escalares de una pelota 


Suma de vectores 


Sabemos hacer operaciones matemáticas con escalares. Podemos sumarlos, 
restarlos, multiplicarlos, dividirlos y elevarlos al cuadrado. ¿Cómo realizamos 
las operaciones matemáticas con los vectores? ¿Qué clase de operaciones 
matemáticas queremos realizar? Al menos debemos ser capaces de sumar 
vectores. Para ver cómo se realiza la suma de vectores, consideremos un 
problema físico elemental. 

Hemos visto que los desplazamientos son vectores. Un desplazamiento de 
Madrid a Toledo es un vector. Un desplazamiento de Toledo a Cuenca es un 
vector. El efecto neto de esos dos desplazamientos es un vector de Madrid 
a Cuenca. La suma de estos dos desplazamientos está representada en la fi- 
gura 1.4. 


Madrid 


Toledo Cuenca 


Figura 1.4.—Vectores de los desplazamientos 


Método poligonal de suma de vectores 


Como observamos, los vectores de los dos desplazamientos se suman colo- 
cando la cabeza de uno junto a la cola del otro, y la suma es el vector que va de 
la cola del primero a la cabeza del segundo. 

También podemos expresar simbólicamente esta suma mediante la ecuación 
vectorial: 


D=D,+D, 


Se puede generalizar esta regla a la suma de cualquier número de vectores. En la 
figura 1.5, la suma de los tres vectores D¡ + D2 + Ds es el vector D obtenido 


D 


1 


Figura 1.5.—Método poligonal para sumar vectores 
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mediante la regla. Observa que la figura forma un polígono cerrado, y de ahí el 
nombre de “método poligonal de suma de vectores”. 

Para ver algunos ejemplos de suma de vectores por el método poligonal, 
hemos construido el programa MAQUINA.SUMA.VECTORES. La suma de 


vectores son los cálculos para los que más se adecua el Logo. 


PARA MAQUINA. SUMA . VECTORES 

CENTRO 

VENTANA 

BP OT BL 

DIBUJA .VECTOR 

ENCUENTRA . RESULT 

ESCRIBE L¿QUIERES OTRO EJEMPLO? (SON )] 
HAZ ''RESPUESTA LC 

SI :RESPUESTA = 'S [MAQUINA.SUMA.VECTORES] 
FIN 


PARA DIBUJA.VECTOR 

ESCRIBE [INTRODUCIR MODULO ( ESPACIO ) DIRECCION.] 
HAZ "'VEC LL 

SI:VEC = [J [ALTO] 

PONRUMBO ULTIMO :VEC 

AVANZA PRIMERO :VEC 

DIBUJA. CABEZA 

DIBUJA .VECTOR 

FIN 


PARA ENCUENTRA .RESULT 

PONRUMBO HACIA [O 0] 

GIRADERECHA 180 

ESCRIBE LVECTOR RESULTANTE] 

(ESCRIBE [MODULO =] DISTANCIA.DESDE.CENTRO [DIRECCION =] 
RUMBO) 

HAZ "CABEZA POS 

SL CENTRO 

PONRUMBO HACIA :CABEZA BL 

PONPOS : CABEZA 

DIBUJA. CABEZA 

FIN 


PARA DIBUJA.CABEZA 
GIRADERECHA 25 
RETROCEDE 15 AVANZA 15 
GIRAIZQUIERDA 50 
RETROCEDE 15 AVANZA 15 
FIN 


PARA DISTANCIA .DESDE.CENTRO 
DEV RAIZCUADRADA (CU COORX) + CU COORY 
FIN 


PARA CU :N 
DEV :N *% :¿N 
FIN 


En MAQUINA.SUMA.VECTORES se borra la pantalla y se envía la 
tortuga al CENTRO. A continuación se llama a DIBUJA.VECTOR, donde 
se introduce una lista que contiene el módulo y la dirección del vector. Por 
ejemplo, para hacer un vector de módulo 100 unidades y dirección 45 grados, 
haremos HAZ “VEC [100 45]. (Para comprobarlo, detén el programa después 
de introducir un vector e introduce el editor de nombres (EDNS). Debe 
aparecer HAZ “VEC [100 45]. Una de las características más potentes del 


L> 


INTRODUCIR MODULO ( ESPACIO > DIRECCION. 
100 70 

INTRODUCIR MODULO ( ESPACIO > DIRECCION. 
50 300 

VECTOR RESULTANTE 

MODULO = 77.9238 DIRECCION = 40.5591 


Figura 1.6.—MAQUINA.SUMA.VECTORES 


Logo es la posibilidad de poner en las listas cualquier tipo de información.) Se 
fija la dirección del nuevo vector y la tortuga se mueve a una distancia igual al 
módulo del vector. Se añade una punta de flecha al vector, y el procedimiento 
se llama a sí mismo para repetir el proceso con un nuevo vector. Cuando se han 
introducido todos los vectores, la resultante se obtiene mediante una lista vacía. 
La sentencia SI detiene DIBUJA. VECTORES y se vuelve a MAQUINA. 
SUMA.VECTORES, donde se ENCUENTRA el vector RESULTANTE, 
poniendo de nuevo la dirección desde el origen para obtener la dirección del 
resultante. El módulo del resultante es justo la DISTANCIA.DESDE. 
CENTRO. 

Para ejecutar este programa, escribe MAQUINA.SUMA.VECTORES. 
Introduce el módulo y la dirección de los vectores que se deseen sumar. Cuando 
se quiera la suma, introducir una lista vacía (simplemente dando al RETURN 
sin introducir ningún dato), y la suma será escrita y dibujada. 


Método de suma de vectores mediante 
las componentes 


Aunque el método poligonal es fácil de visualizar, en la práctica es difícil de 
ejecutar (a menos que se disponga de una tortuga para realizar el trabajo) 
a causa de la complejidad del polígono. Un método más sencillo consiste en 


——« 28 


2 A 


descomponer los vectores en sus componentes, y sumar éstas. Las componentes 
son fáciles de sumar, pues se suman como escalares. 

Las componentes (D, y D,) del vector D se obtienen proyectando el vector 
D sobre los ejes de coordenadas x e y. 


D, 


Figura 1.7.—Suma de vectores por el método de las componentes 


En la figura 1.7 vemos que: 


D, =D sen(dirección) 


D, =D cos(dirección) 


Por tanto, conociendo el módulo y la dirección de cualquier vector, podemos 
encontrar sus componentes x e y. 

Consideremos ahora la suma de tres vectores: D;, D, y Ds. De la figura 1.8 
se desprende que 


D, = Di, Da, D3; 


< 


D, = Diy Day Dy, 


Así, las componentes x e y del vector resultante son la suma de las 
componentes x e y de los tres vectores D;, D y D3. Este método es sencillo 
porque las componentes se suman como los escalares, sin tener que hacer 
ninguna suma especial para determinar Dix + Da +D3x o Diy + Day + Dyy. 

Utilizaremos este método en muchos problemas dinámicos de los siguientes 
capítulos. 


Figura 1.8.—Las componentes de un vector 


PROYECTOS 


1. Escribe un procedimiento que genere las componentes x e y de cualquier 
vector. He aquí un ejemplo de cómo podría comenzar el programa: 


PARA COMPONENTES :MOD :DIR 
(ESCRIBE [COMPONENTE X =1 . . 


FIN 


El programa no tendrá más de cuatro o cinco líneas. Pata obtener las 
componentes de un vector de módulo 50 y dirección 70 se debe poder 
escribir COMPONENTES 50 70, y el ordenador escribirá COMPO- 
NENTE X = 47, COMPONENTE Y = 17.1. 

Utiliza el procedimiento para encontrar las componentes de los 
siguientes vectores: 


a) 100 a 45 grados 
b) 100 a 135 grados 
c) 100 a 225 grados 
d) 100 a 315 grados 


No es necesario utilizar ningún gráfico, sino texto exclusivamente. 
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¿Puedes escribir un procedimiento que invierta el proceso realizado en 
el caso anterior? Introducir los componentes x e y, y que el ordenador 
genere el módulo y la dirección del vector. 


PROBLEMAS 


1. 


28 —— 


Utiliza el programa MAQUINA.SUMA.VECTORES para encontrar la 


suma de los siguientes vectores: 


a) 100 a 30 grados, 150 a 180 grados y 160 a 290 grados. (Respuesta: 
100.7 a 265 grados.) 

b) 100 a O grados, 100 a 90 grados, 200 a 280 grados y 200 a 270 
grados. (Respuesta: 141.4 a 135 grados.) 

c) 30 a 9 grados y 40 a O grados. (Respuesta: 50 a 36.9 grados.) 


Imagina que todos los caminos a tu alrededor van de Este a Oeste y de 
Norte a Sur. Para llegar a la ciudad, debes viajar 30 minutos dirección Este 
y 40 minutos dirección Norte. ¿Cuánto se te reduciría el camino si pudieras 
viajar campo a través? (Respuesta: 20 minutos.) 


Hemos visto cómo sumar vectores, pero ¿cómo restarlos? ¿Qué es A — B? 
Apliquemos la aritmética tradicional. Supongamos que escribimos 
A — B=A + (— B). Hemos convertido la diferencia de A y B en la suma 
de A y —B. Sabemos cómo sumar, pero ¿cuál es el vector — B? 
Definamos — 'B como el vector igual en módulo a B pero en dirección 
opuesta. Hay dos formas de utilizar el programa MAQUINA.SUMA. 
VECTORES para restar vectores. Una es determinar la dirección opuesta 
a B, y otra es hacer AVANZA con el módulo de B negado. 

Sea A 50 unidades a 60 grados y B 70 unidades a 30 grados, ¿cuánto es 
A — B? (Respuesta: 36.6 a 166.9 grados.) 


Hemos indicado que las velocidades son vectores. Como ejemplo de la 
suma de velocidades y velocidades relativas, consideremos lo siguiente: Un 
coche va circulando por una carretera a 100 kilómetros por hora. Llueve 
pero no hace viento, por lo que la lluvia cae verticalmente. La velocidad 
media de las gotas de lluvia es de 25 kilómetros por hora. ¿Cuál es la 
dirección de la huella que dejan las gotas de lluvia sobre las ventanas 
laterales del coche? 

Para resolver este tipo de problemas debemos saber cómo sumar 
velocidades. Sea V(c) la velocidad del coche y V(1) la velocidad de la lluvia. 
La velocidad relativa de la lluvia respecto de la del coche se indicará 
mediante V(l/c). La velocidad de la lluvia es igual a la velocidad relativa de 
la lluvia respecto del coche más la velocidad del coche, es decir: 


VO) = Ve) + Víc) 


(La ventaja de esta notación es que los términos de dentro de los paréntesis 
forman una igualdad respecto de la multiplicación, es decir: 1= (1/c)c.) 


a) 


y) 


Determinar la dirección de la huella de las gotas de lluvia en el 
coche; es decir, la dirección de V(l/c). (Respuesta: 76 grados 
medidos desde la vertical.) 

Un policía se encuentra en un control de carretera poniendo 
multas a los coches en los que el ángulo de la huella de la lluvia 
excede de un cierto valor. Si la velocidad límite es de 90 
kilómetros por hora, ¿cuál es el ángulo? 
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Equilibrio de fuerzas 


Introducción 


Si un cuerpo está en equilibrio, el vector suma de todas las fuerzas externas 
que actúan sobre él debe ser cero. Si un cuerpo de 100 kg descansa sobre una 
mesa, las fuerzas que actúan sobre el cuerpo son la fuerza de la gravedad de 
100 kg y la fuerza normal que soporta la mesa, también de 100 kg. La fuerza de 
la gravedad (P) se dirige hacia abajo y la normal (N), hacia arriba (véase figu- 
ra 2.1). El vector suma de estas dos fuerzas es cero. 

Cuando hay más de dos fuerzas actuando sobre un cuerpo, la solución no es 
tan sencilla, pero rige la misma regla: el vector suma de las fuerzas debe ser 


TT 4 


P=N=100 K 


Figura 2.1.—El vector suma es cero 


a A] 


Y 


cero. Consideremos el ejemplo de un bloque de 100 kg descansando sobre un 
plano levemente inclinado. Para evitar que el bloque se deslice, está sujeto con 
una cuerda paralela al plano. El problema es determinar la tensión de la cuerda 
(T) y la fuerza normal (N) que el plano ejerce sobre el bloque. 

Para resolver este problema debemos, primero, elegir el cuerpo sobre el que 
queramos estudiar su equilibrio, dibujar el diagrama de los vectores de todas las 
fuerzas que actúan sobre el cuerpo y, finalmente, igualar a cero el vector suma 
de todas las fuerzas. En este problema el cuerpo a estudiar es el bloque mismo. 
Las tres fuerzas que actúan sobre el bloque aparecen en la figura 2.2. Utilicemos 


M». 


Figura 2.2.—Bloque sobre un plano inclinado 


la regla poligonal de suma de vectores para encontrar la tensión en la cuerda y 
la fuerza normal ejercida. Si la suma de vectores tiene que ser cero, el polígono 
debe formar una figura cerrada. Este polígono aparece en la figura 2.3. El 
problema es determinar la tensión (T) y la fuerza normal (N) que aparecen en 
dicha figura. Antes de resolverlo, veamos otro ejemplo, pues queremos 
demostrar que el método es aplicable a gran variedad de problemas y no 
solamente a los discutidos hasta ahora. 


S 
E 
P 
N 
N P 


Figura 2.3.—Tensión y fuerza normal 


Figura 2.4.—Bloque suspendido 
Ejemplo segundo 


Un peso de 100 kg se encuentra suspendido de una cuerda sin peso. La 
cuerda está atada a una polea horizontal sin peso. Esta polea está unida a una 
pared vertical. El extremo libre de la polea está unido mediante una cuerda sin 
peso a la pared, con un ángulo de 45 grados, como aparece en la figura 2.4. Hay 
que determinar la fuerza FF de la polea y la tensión T de la cuerda. 

De nuevo es necesario elegir la partícula o cuerpo y examinar las fuerzas que 
actúan sobre él. Elijamos una pequeña partícula situada en el punto donde las 
dos cuerdas se unen a la polea. En la figura 2.5 se muestran las fuerzas que 
actúan sobre la partícula. La suma de estas fuerzas será cero si forman un 
polígono cerrado, como observamos en la figura 2.6. De nuevo es necesario 
encontrar las fuerzas que aparecen en esta figura. 


P 


Figura 2.5.—Fuerzas que actúan sobre una partícula 


=D) 


A, 


F 


Figura 2.6.—Polígono 


Construiremos un programa Logo para resolver estos y otros problemas 
similares. 


El programa Logo 
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Vamos a considerar el problema general de equilibrio de un cuerpo sobre el 
que actúan tres fuerzas: P, T' y FF, donde P es el peso y está dirigido hacia abajo. 
F y T son fuerzas cuyas direcciones son conocidas. Llamemos ARG.F 
y ARG.T a sus direcciones. El problema es determinar el módulo de FE y T para 
que formen un triángulo cerrado con P como aparece en la figura 2.7. 


Figura 2.7.—Fuerzas 


Supongamos que intentamos resolver este problema con un lápiz, un trozo 
de papel y una regla. Dibujaríamos un vector de longitud P dirigido hacia abajo. 
Colocaríamos la regla en la cabeza de la línea, formando un ángulo de ARG.F. 
Debemos dibujar la línea en esta dirección de tal longitud que una línea trazada 
desde el extremo lejano a la base de P posea la dirección de ARG. E, La tortuga 
puede ejecutar este proceso de la siguiente forma: 

Arranca la tortuga desde la base de P con el argumento ARG. Se mueve 
hacia adelante una distancia de 10 unidades de tortuga. Se le pide que se dirija 


hacia a la base de P (o sea, hacia [0 0]). Mira si el argumento es menor que 
ARG.F. Si es así, la tortuga no ha ido suficientemente lejos y debe seguir hacia 
adelante otras 10 unidades. Cuando el argumento sea menor que ARG.T, 
volvemos hacia atrás 10 unidades y se divide la longitud del paso por 2. (Por 
razones técnicas, actualmente va más rápido si se divide la longitud del paso por 
3.5.) Este proceso se repite hasta que la longitud del paso sea menor que .01. 
Esto nos llevaría a menos de .01 unidades del extremo de F. (Si quieres mayor 
exactitud, haz este número más pequeño.) El módulo de F es justo la distancia 
comprendida entre esta posición y la cabeza de P. Consideramos la longitud de 
T como la distancia entre la cabeza de F y la cola de P, y dibujamos el vector T. 
Este proceso lo realiza el siguiente programa: 


PARA EQUILIB :P :ARG.F :ARG.T 
VENTANA 

CENTRO 

RETROCEDE :P HAZ "VIEJA.POS POS 
PASO 10 

(ESCRIBE [LF =] DIST.ENTRE POS :VIEJA.POS ) 
HAZ "T DIST.ENTRE POS [O 0] 

( ESCRIBE [TT =1] :T ) 

PONRUMBO ARG.T 

AVANZA :T 

FIN 


PARA PASO :S 

SI :S < 0.01 [ALTO] 

PONRUMBO ARG.F 

AVANZA :S 

PONRUMBO HACIA [O O] 

SI RUMBO < :ARG.T EPONRUMBO :ARG.F RETROCEDE :P HAZ "P :P/2] 
PASO :S 

FIN 


PARA DIST.ENTRE :P1 :P2 

DEV RAIZCUADRADA ( CU ( PRIMERO :P1 ) — PRIMERO :P2 ) +CU 
(ULTIMO :P1 >) - ULTIMO :P2 

FIN 


PARA CU :X 
DEV 3X * :X 


PARA ARRANCAR 
EQUILIB 60 45 270 
FIN 


Con este programa podemos resolver muchos problemas de equilibrios 
dinámicos. 
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PROBLEMAS 


1. 


2, 


Un bloque de 100 kg se encuentra suspendido mediante cuerdas, tal como 
indica la figura 2.8. Calcula la tensión de las cuerdas. (Respuesta: 60 
y 80 kg.) 


e 


Pi, 


PPP AAC ACC R¡¡( 


Figura 2.8.—Problema 1 


Sea un bloque de 100 kg colgado de un listón como muestra la figura 2.9. 
Calcular la fuerza en el listón y la tensión de la cuerda que lo soporta. 


Figura 2.9.—Problema 2 


Un conductor tiene que tirar de una cuerda para sacar su automóvil de la 
carretera. Pero, en vez de tirar directamente de la cuerda, la ata a un árbol y 
la deja lo más tensa posible. Entonces aplica una fuerza de 100 kg en la 
mitad de la cuerda en una dirección perpendicular a la línea que une el 
árbol y el auto. La cuerda se dobla, formando un ángulo de 5 grados 
respecto a la línea recta (véase figura 2.10). ¿Cuál es la fuerza sobre el auto? 


Figura 2.10.—Problema 3 


4. Un hombre de 80 kg de peso va andando sobre una cuerda tensa. En 
la posición en que está, la cuerda hace un ángulo de 10 grados por un lado 
y 5 grados por el otro, como aparece en la figura 2.11. ¿Cuál es la tensión 
de la cuerda en cada lado? 
Figura 2.11.—Problema 4 
PROYECTO 
1. Hemos escrito un programa de Logo capaz de determinar el módulo de los 


vectores E y T a partir de sus argumentos y del vector P. ¿Puedes escribir 
un programa que, a partir del módulo de E y T y del vector P, calcule los 
argumentos de aquéllos? (La respuesta no es única.) 
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Caída libre 


de los cuerpos 


Introducción 


Uno de los temas más importantes de la física es el estudio del movimiento. 
¿Cómo se mueven los cuerpos cuando son sometidos a fuerzas externas? ¿Cómo 
se mueve una pelota después de que le ha dado la raqueta? ¿Cómo se balancea 
una ola que cuelga de una cuerda? ¿Cómo gira un satélite alrededor de la Tierra 
y la Tierra alrededor del Sol? Examinaremos estos problemas y otros más, pero 
es necesario empezar con un problema más sencillo: la caída libre de un cuerpo 
dentro del campo de gravedad de la Tierra. 

En el estudio del movimiento es necesario considerar tres variables: la 
posición, la velocidad y la aceleración. Queremos saber dónde está el cuerpo, lo 
rápido que se mueve y lo rápido que cambia su velocidad. Definamos primero 
los conceptos de velocidad y aceleración de un cuerpo que se mueve a lo largo 
de una línea recta. 


Velocidad 


Se define la velocidad de un cuerpo como la distancia que se mueve el 
cuerpo en la unidad de tiempo. Por ejemplo, un coche que a una velocidad 


Y 


constante se desplaza 100 km en una hora, su velocidad es de 100 km/h. Una 
pelota rodando sobre una tabla que se desplaza 10 m en un segundo, tiene 
una velocidad de 100m/s. En general, la velocidad de un cuerpo que viaja 
a velocidad constante es igual a la distancia recorrida dividida por el tiempo 
transcurrido. Esto se puede expresar mediante la ecuación: 


distancia recorrida 


velocidad = — : 
tiempo transcurrido 


Pregunta: Un hombre corre 100 metros en 9 segundos (véase figura 3.1). 
¿Cuál es su velocidad mediar 

Respuesta: La distancia recorrida es 100 metros y el tiempo, 9 segundos; por 
tanto, la velocidad es 100 m/9=11,1 m/s o también 1.110 cm/s. 


Comienzo 


Figura 3.1.—Carrera de 100 metros 


La velocidad puede ser positiva o negativa. Si un cuerpo se mueve a lo 
largo de una línea orientada, la velocidad es positiva si se mueve en el mismo 
sentido que la línea, y negativa si se mueve en sentido contrario. Los ejes x e y 
en el sistema de coordenadas de la tortuga son líneas dirigidas. Una tortuga 
que se mueve hacia la derecha del eje de las x tiene una componente x de la 
velocidad positiva. Una tortuga que se mueve hacia la izquierda tiene una 
componente x de la velocidad negativa. 


Aceleración 
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Un cuerpo que está cambiando su velocidad, se dice que está acelerando. La 
aceleración es el ritmo al que cambia la velocidad. Por comparación, se puede 
decir que la velocidad es el ritmo al que cambia la posición. Como ejemplo, 
pensemos en una pelota que va rodando por un plano inclinado a una velocidad 
de 20 m/s en un punto determinado (como se muestra en la figura 3.2). Un 
segundo después la velocidad crece a 22 m/s. Su velocidad ha crecido 2 m/s 
durante un segundo. Su aceleración es, por tanto, 2 m/s/s. (Normalmente esto 
se escribe como 2 m/s?.) La velocidad cambia 1 m/s cada segundo. 

En general, la aceleración se define como el cambio de la velocidad partido 
por el tiempo que emplea en el cambio. Se puede definir la aceleración mediante 
la siguiente ecuación: 


la cambio de velocidad 
aceleración = — SS 
tiempo 


Figura 3.2.—Un balón rodando por un plano inclinado 


Pregunta: Un coche se mueve uniformemente de 30 a 40 km/h a lo largo de 
media hora. ¿Cuál es su aceleración? 

Respuesta: La aceleración es el cambio de la velocidad 40-30 km/h o 10 km/h 
dividido entre 1/2 hora. Esto es: 


40 km/h — 30 km/h 
aceleración = = 20 km/h/h 
1/2 hora 


Pregunta: La velocidad de una pelota en el aire cambia de 30 a 20 mjfs 
durante el primer segundo. ¿Cuál es la aceleración? 

Respuesta: La aceleración es el cambio en velocidad (velocidad final — velo- 
cidad inicial, 20 m/s — 30 m/s o 10 m/s) dividido por el tiempo; esto es, 
—10 m/s/s. (Esto se reconoce como aceleración de la gravedad, que es 
igual para todos los cuerpos cuando se puede despreciar el rozamiento 
del aire.) Se dice que el cuerpo se desacelera si la aceleración es negativa. 


Caída libre 


Se dice que un cuerpo cae libremente si la única fuerza que actúa sobre él es 


la de la gravedad que le atrae hacia la tierra. El movimiento más simple de este 
tipo es la caída libre vertical. Supongamos que se deja libre un cuerpo a una 
altura de 50 m sobre el suelo. El cuerpo cae con aceleración constante. Por 
conveniencia elegiremos una aceleración de 0.5 m/s/s. (Esta no es la aceleración 
de la gravedad sobre la Tierra, que es alrededor de 10 m/s/s. Sin embargo, si 
eligiéramos esa aceleración tan grande, las cosas sucederían a una velocidad 
demasiado rápida para nuestra pequeña pantalla. Consideraremos problemas 
reales cuando tengamos en cuenta técnicas de escala.) Hay dos preguntas a las 
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que nos gustaría responder: ¿Cuál es la velocidad de un cuerpo al chocar con la 
Tierra? ¿Cuánto tarda en chocar? 

No podemos responder a estas preguntas utilizando únicamente las 
definiciones anteriores. Le podemos pedir a la tortuga que nos ayude. Le 
pediremos que ejecute el siguiente conjunto de instrucciones una vez cada 
segundo: 


PARA PASO 

AVANZA : VELOCIDAD 

HAZ "VELOCIDAD : VELOCIDAD + :ACELARACION 
PASO 

FIN 


Para ver lo que hace este procedimiento y por qué resuelve nuestro 
problema, sigámoslo paso a paso. El primer comando es AVANZA :VELO- 
CIDAD, que quiere decir ““moverse hacia adelante a una distancia igual al valor 
de la variable velocidad”. Supongamos que la velocidad es de 10 m/s. La 
tortuga se moverá 10 unidades en un segundo. 

El siguiente comando es HAZ “VELOCIDAD :VELOCIDAD + 
:ACELERACION, que significa “incrementa el valor de la variable velocidad 
en una cantidad igual a la variable aceleración”. Si la velocidad es de 10 myjs y la 
aceleración (el cambio en velocidad por segundo) es de 0.5 m/s/s, entonces el 
nuevo valor de la variable velocidad será de 10.5 m/s. Esto da el incremento de 
la velocidad en un segundo. 

El siguiente comando es PASO. Este llama de nuevo al procedimiento, con 
una velocidad de 10.5 m/s. La tortuga se mueve 10.5 m durante el siguiente 
segundo. Al final de este segundo, la velocidad se ha incrementado a 11 m/s. 
Este proceso se repite una vez tras otra, moviéndose la tortuga a distancias cada 
vez mayores debido a que la velocidad es cada vez más grande. Debemos, por 
supuesto, encontrar alguna forma de sacar a la tortuga de este bucle infinito. 
Para ello, utilizamos la sentencia condicional (una sentencia “si””): SI COORY 
< 0 [ALTO]. 


Ahora nuestro procedimiento es: 


PARA PASO 

SI COORY < O [ALTO] 

AVANZA : VELOCIDAD 

HAZ "VELOCIDAD :VELOCIDAD + :ACELARACION 
PASO 

FIN 


Este procedimiento PASO llevará a la tortuga hasta el suelo. Pero antes de 
ejecutarlo tenemos que tener en cuenta algunas consideraciones. En CAIDA 
LIBRE está dibujado el suelo, y la tortuga va cabeza abajo (GD 180). Nuestro 
-programa entero es: 


PARA CAIDA.LIBRE :ALTURA 
VENTANA 

BP BL 

DIBUJA.TIERRA 

SL 

PONY : ALTURA 

HAZ "ACC .5 

HAZ "VEL O 

HAZ "TIEMPO O 

GD 180 

BL 

PASO 

ESCRIBE " 

ESCRIBE [LA TORTUGA HA ATERRIZADO] 
FIN 


PARA DIBUJA.TIERRA 
SL 

PONPOS E-100 0] 

BL 

PONPOS [100 0] 
CENTRO 

SL 

FIN 


PARA PASO 

(ESCRIBE "TIEMPO :TIEMPO "VELOCIDAD :VEL "DISTANCIA (:ALTURA 
- COORY)) 

SI COORY < O LALTO] 

AVANZA :VEL 

HAZ "VEL :VEL + :ACC 

HAZ "TIEMPO :TIEMPO + 1 

PASO 

FIN 


PARA ARRANCAR 
CAIDA.LIBRE 50 
FIN 


Observa que el procedimiento PASO se ha ampliado con un comando que 
imprime el tiempo, la velocidad y la distancia actual. 

También se ha incluido un procedimiento ARRANCAR. (En lo sucesivo 
emplearemos frecuentemente el uso de un procedimiento ARRANCAR para 
simplificar la ejecución inicial del programa.) Si se ejecuta el procedimiento 
ARRANCAR, la tortuga se libera desde una altura de 50 m sobre el suelo, 
imprimiéndose los siguientes resultados: 
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Tiempo Velocidad Distancia 


0 0.0 0.0 
1 0.5 0.0 
2 1.0 0.5 
3 1,5 1.5 
+ 2.0 3.0 
3 25 5.0 
6 3.0 nes 
7 3.5 10.5 
8 4.0 14.0 
0 4.5 18.0 
10 5.0 22.5 
11 55 215 
12 6.0 33.0 
13 6.5 39.0 
14 7.0 45.5 
15 1,5 52.5 


Como vemos, en algún momento entre el segundo decimocuarto y el 
decimoquinto la tortuga llegó al suelo desde los 50 m. Su velocidad creció hasta 
algún valor entre 7 y 7.5 m/s. Intenta con diferentes valores de altura a fin de 
observar cómo la tortuga gana velocidad en la caída. 

Podemos simplificar el procedimiento PASO utilizando una recursión 
sencilla: 


PASO :VEL :TIEMPO 

(ESCRIBE ''TIEMPO :TIEMPO "VELOCIDAD :VEL "DISTANCIA 
(ALTURA — COORY)) 

SI COORY > Q [ALTO] 


AVANZA :VEL 
PASO :VEL + ACC :TIEMPO + 1 
FIN 


Cada vez que el procedimiento PASO se llama a sí mismo, lo hace con 
valores de velocidad y tiempo incrementados. (Se debe cambiar el procedimien- 
to PASO en CAIDA.LIBRE por PASO :VEL :TIEMPO.) Continuaremos 


utilizando este formato más compacto. 


La tortuga saltarina y la aproximación 
al punto medio 


Imaginemos una tortuga elástica: una tortuga saltarina. Nos gustaría que la 
tortuga, en lugar de chocar contra el suelo, rebotara. Por rebotar entendemos 
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que la tortuga invierta su velocidad cuando COORY < 0. Para ello es 
suficiente con cambiar la línea. 


| SI COORY < O [ALTO] 
en PASO por: 
| SI COORY < O [HAZ "VEL -:VEL] 


Prueba esto y observa cómo salta. Se puede apreciar cómo cada vez salta 
más alto, lo cual no es correcto. Si la tortuga choca y vuelve con la misma 
velocidad, debe llegar a la misma altura. ¿Por qué no sucede así? 

El origen de nuestra dificultad nos persigue a lo largo del libro. La solución 
de la tortuga al problema de la caída libre es sólo una aproximación, y el error 
que hace que la tortuga cada vez salte más alto está en esta aproximación. 
Examinemos el procedimiento PASO para ver dónde surge el error. 

Cuando le decimos a la tortuga AVANZA :VEL, deberíamos preguntar: 
¿A qué velocidad? La velocidad después de 10 s es 5 m/s. La velocidad después 
de 11 segundos es 5.5 m/s. Por tanto, ¿cuál es la velocidad durante el décimo 
segundo? Realmente no lo podemos decir. 

Hay dos formas de resolver el problema. Una es hacer más corto el intervalo 
de tiempo entre pasos. Si el intervalo fuera 0.1 s, entonces el cambio de la 
velocidad debería ser una décima de la aceleración, es decir, 0.05 m/s. La 
velocidad después de 10 s es 5 m/s. La velocidad después de 10.1 s es 5.05 m/s. 
La diferencia de la velocidad es tan pequeña, que no debería haber una gran 
diferencia según la velocidad que elijamos. Podríamos utilizar un intervalo de 
tiempo incluso menor de 0.01 segundos y reducir aún más el error. 

El problema de utilizar intervalos de tiempo tan pequeños es que el 
programa tardará mucho en ejecutarse. Una solución mejor es utilizar la 
aproximación al punto medio. 

Si la velocidad al cabo de 10 s es de 5.0 m/s y al cabo de 11 s es 5.5 m/s, una 
buena aproximación a la velocidad a lo largo del décimo segundo será 5.25 m/s 
—la velocidad media—. Otra forma de expresar este resultado es establecer el 
punto medio de la velocidad, a la velocidad al cabo de 10 s, más la mitad de lo 
que ha cambiado la velocidad. Como el cambio de velocidad es la aceleración, 
en vez de AVANZA :VEL debemos poner AVANZA :VEL + :ACC/2. El 
programa mejorado es MEJOR.CAIDA.LIBRE. 


PARA MEJOR.CAIDA.LIBRE :ALTURA 
VENTANA BP BL 

DIBUJA . TIERRA 

SL 

PONY :ALTURA 

HAZ "ACC .5 

HAZ "VEL O 

HAZ "TIEMPO O 

GD 180 
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BL 

PASO :VEL :TIEMPO 

ESCRIBE " 

ESCRIBE [LA TORTUGA HA ATERRIZADO] 
FIN 


PARA DIBUJA.TIERRA 

SL PONPOS [-100 0] BL 
PONPOS [100 0] 

CENTRO SL 

FIN 


PARA PASO :VEL :TIEMPO 

(ESCRIBE "TIEMPO :TIEMPO "VELOCIDAD :VEL "DISTANCIA 
CHALTURA - COORY)) 

SI COORY < O [ALTO] 

AVANZA :VEL + :ACC / 2 

PASO :VEL + :ACC :TIEMPO + 1 

FIN 


PARA ARRANCAR 
MEJOR.CAIDA.LIBRE 50 
FIN 


En lo que sigue utilizaremos con frecuencia esta aproximación al punto 
medio. Esta aproximación se adecua muy bien a este problema por tratarse de 
una aceleración constante. De hecho, utilizando la aproximación al punto 
medio, el cálculo es exacto. Si intentas hacer saltar a la tortuga de nuevo con 
esta aproximación, encontrarás que ya no continúa saltando cada vez más alto. 


Una aproximación al punto medio más sencilla 


Existe una forma más sencilla de aplicar la aproximación al punto medio, 
que mejora la apariencia de nuestros programas y les hará correr más rápido. 


Veamos SUPER.CAIDA.LIBRE. 


PARA SUPER.CAIDA.LIBRE 
VENTANA BP BL 
DIBUJA.TIERRA 


SL 
PONY ALTURA 
HAZ "ACC .5 


HAZ "VEL O + :ACC / 2 
HAZ "TIEMPO O 

GD 180 

BL 


PASO :VEL :TIEMPO 

ESCRIBE " 

ESCRIBE [LA TORTUGA HA ATERRIZADO] 
FIN 


PARA DIBUJA.TIERRA 

SL PONPOS [-100 OJ BL 
PONPOS [100 0] 

CENTRO SL 

FIN 


PARA PASO :VEL :TIEMPO 

(ESCRIBE "TIEMPO :TIEMPO "VELOCIDAD :VEL '"'DISTANCIA 
(¿ALTURA - COORY)) 

SI COORY < O [ALTO] 


AVANZA :VEL 
PASO :VEL + ACC :TIEMPO + 1 
FIN 


PARA ARRANCAR 
SUPER.CAIDA.LIBRE 50 
FIN 


Observa que es igual que CAIDA.LIBRE, excepto en una sentencia. En 
CAIDA.LIBRE decíamos: 


| HAZ "VEL O 
En SUPER.CAIDA.LIBRE decimos: 
| HAZ "VEL O + :ACC / 2 


La única diferencia entre los dos programas es que hemos aplicado la 
aproximación al punto medio a la velocidad inicial. Observa que PASO no ha 
cambiado. Puede parecer que no hemos sido muy consistentes. Aplicamos la 
aproximación al punto medio en el primer paso, pero no en los pasos sucesivos, 
como hicimos en MEJOR.CAIDA.LIBRE. Ejecuta SUPER.CAIDA.LIBRE 
y, cuando la tortuga está en el suelo, compara los valores que aparecen en 
distancia y tiempo con los resultados obtenidos en MEJOR.CAIDA.LIBRE. 
(De momento, no tengas en cuenta la velocidad.) Los resultados son exactamente 
los mismos. La razón de que sean iguales es que en ambos, MEJOR.CAIDA. 
LIBRE y SUPER.CAIDA.LIBRE, comenzamos con el pie derecho y en cada 
paso sucesivo incrementamos la velocidad del punto medio con la aceleración, 
obteniendo la nueva velocidad del punto medio. (Dado que son las velocida- 
des del punto medio las que se calculan, no serán las mismas que en MEJOR. 
CAIDA.LIBRE.) En el futuro, utilizaremos este algoritmo más sencillo cada 
vez que deseemos mejorar la exactitud mediante la aproximación del punto 
medio. 


Aj 
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PROYECTOS 


1. 


2 


Hemos visto cómo hacer que salte la tortuga. Supongamos que queremos 
colocar una tabla en cualquier sitio y permitir que la tortuga salte desde ella 
(bien hacia arriba o bien hacia abajo; véase figura 3.3). Intenta insertar uma 
sentencia SI TECLA? para invertir en cualquier punto el movimiento de 
la tortuga. (Recuerda que TECLA? no tendrá efecto hasta que se haya 
pulsado alguna tecla.) Da a la barra de espacio y observa que continúa 
alcanzando la misma altura desde la que fue lanzada. (Este es um buen 
ejemplo de conservación de la energía.) 


¡a La tortuga puede saltar 
desde esta tabla 


4H 


Suelo 
Figura 3.3.—Caída libre de la tortuga saltando desde nna tabla 
Escribe un programa LANZAR :ALTURA :VELOCIDAD que te 


permita colocar la tortuga a cualquier altura y darle cualquier velocidad 
inicial (hacia arriba o hacia abajo). 


PROBLEMAS 


de 


Utilizando la aproximación al punto medio, haz el siguiente cálculo (es 
necesario estimar la respuesta correcta, pues la tortuga se pasa del suelo 
antes de pararse): 


a) Si la tortuga se libera desde una ALTURA de 100 metros, ¿cuál es 
la velocidad cuando choca con el suelo? 

b) Repite a) con una ALTURA—200 metros. 

c) Repite a) con una ALTURA—50 metros. 


¿Es posible determinar cómo depende la velocidad de la altura a partir de 
los resultados obtenidos en el problema 1? Se indican varias posibilidades: 


a)  velocidad=(constante) x (altura) 
b)  velocidad=(constante) Xx (altura)? 


c)  velocidad=(constante) x (altura)!/2 
d)  velocidad=(constante)/(altura)!? 
e)  velocidad=(constante)/(altura) 


Para determinar qué fórmula es la correcta, es preciso observar que si a) es 
la correcta, la velocidad debe duplicarse cada vez que se dobla la altura. Si 
es h), la velocidad debe cuadruplicarse cada vez que se doble la altura. Si es 
c), al doblar la velocidad se cuadruplica la altura. Y así sucesivamente. 


Determina cómo depende el tiempo de la altura. Por ejemplo, ¿es cierto 
que TIEMPO = (constante) x (ALTURA)? 


¿Cómo depende la velocidad del tiempo? 
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Movimiento 
del proyectil y el tubo 
de rayos catódicos 


(TRC) 


Introducción 


Después de la caída libre, el ejemplo más sencillo de movimiento en el 
campo gravitacional es el del movimiento del proyectil. La ley física básica es 
que la aceleración de cualquier cuerpo dentro de un campo gravitacional 
uniforme es constante. 


A — constante 


La aceleración es un vector dirigido verticalmente hacia abajo. Si utilizamos 
el eje de coordenadas de la tortuga, los componentes del vector A son: 


Ax=0 


Ay =— (alguna constante) 
El valor de esta constante depende de la fuerza local de la gravedad. Será 
más pequeña en el pico Everest que en el valle de la Muerte. Será aún más 


pequeña en la Luna. 
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Trayectoria de la tortuga 
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Vamos a escribir un programa que mueva a la tortuga por el aire como se 
mueven los proyectiles. Para encontrar la trayectoria de la tortuga necesitamos 
conocer tres cosas: la velocidad inicial con la que fue lanzado el proyectil, el 
ángulo inicial y la constante local de la gravedad. Definamos un procedimiento 
que tenga como variables estas tres cantidades. 


PARA PROYECTIL :VELOCIDAD :ANGULO :GRAVEDAD 
OT DIBUJA.TIERRA 

HAZ ""VX VELOCIDAD * COS :ANGULO 

HAZ ""VY VELOCIDAD *- SEN :ANGULO 


PASO :VX :VY 
(ESCRIBE [ALCANCE =] COORX + 130) 
FIN 


PARA DIBUJA.TIERRA 
SL PONPOS [130 -50] 
BL PONPOS [-130 -50] 
FIN 


Dibuja la Tierra, coloca la tortuga en el lado izquierdo de la pantalla, dale 
a las componentes x e y de la velocidad los valores adecuados y llama al 
procedimiento PASO. 


PARA PASO :VX :VY 
PONRUMBO 90 AV :VX 
PONRUMBO O AV :VY 

SI COORY < -50 [ALTO] 
PASO :VX :VY - GRAVEDAD 
FIN 


En PASO la tortuga avanza un paso en su trayectoria. Establezcamos un 
intervalo de tiempo de 1 segundo entre pasos. Durante el primer segundo :VX 
permanecerá constante, pero :VY decrecerá una cantidad igual al componen- 
te y de la aceleración (¿GRAVEDAD). Si la tortuga cae bajo tierra 
(COORY = —50), el procedimiento se detiene y devuelve el control 
a PROYECTIL imprimiéndose el alcance (desplazamiento neto horizontal). 
Para ver cómo trabaja el programa, ejecutemos ARRANCAR, donde: 


PARA ARRANCAR 
PROYECTIL 9 45 .4 
FIN 


Intenta ejecutar el programa con diferentes valores de velocidad, ángulo 
y gravedad. Si se quiere suavizar la trayectoria, modificar PASO: 


PARA PASO :VX :VY 

PONPOS LISTA COORX + :VX COORY + :VY 
SI COORY < -50 [ALTO] 

PASO :VX :VY — GRAVEDAD 

FIN 


Esto quitará la aspereza del camino. 

En el apartado de proyectos se ha incluido un experimento importante, que 
consiste en determinar el alcance máximo del proyectil para uma velocidad 
inicial dada. 


Una trayectoria más exacta 


En el capítulo 3 indicábamos que cometíamos un pequeño error al suponer 
que la velocidad es constante al ejecutar el comando AVANZA :VELOCI- 
DAD. Podemos mejorar la exactitud utilizando la velocidad al comienzo del 
paso más la mitad del cambio de la velocidad. Así, la tortuga se mueve 
realizando AVANZA :VELOCIDAD | :ACELERACION /2. En nuestro 
problema del proyectil no hay aceleración en la dirección x, y la aceleración en 
la dirección y es — :GRAVEDAD. Por tanto, un procedimiento más exacto es: 


PARA PROYECTIL.EXACTO :VELOCIDAD :ANGULO :GRAVEDAD 
OT 

DIBUJA.TIERRA 

HAZ "'VX :VELOCIDAD * COS ANGULO 

HAZ "VY :VELOCIDAD * (SEN :ANGULO) - :GRAVEDAD / 2 
PASO :VX :VY 

(ESCRIBE [ALCANCE =] COORX + 130) 

FIN 


PARA DIBUJA.TIERRA 
SL PONPOS [130 -501 
BL PONPOS [-130 -50] 
FIN 


PARA PASO :VX :VY 

PONRUMBO LISTA COORX + :VX COORY + :VY 
SI COORY < -50 [ALTO] 

PASO :VX :VY - GRAVEDAD 

FIN 


PARA ARRANCAR 


PROYECTIL.EXACTO 9 45 .4 
FIN 


Pongamos este programa más exacto a trabajar para volver a examinar el 
movimiento de una pelota botando. 


p< PY 
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Cuando una pelota elástica bota sobre una superficie dura, la componente 
x de la velocidad permanece igual, pero se invierte la componente y. En el 
procedimiento PASO anterior, el proyectil paraba al llegar al suelo. Para 
simular los botes de la pelota, necesitamos: 


| SI COORY < -50 [HAZ "VY - C(:VY — : 2 * :GRAVEDAD)] 


Con este cambio, ejecuta de nuevo PROYECTIL.EXACTO 9 80 .4, y 
aparecerá botando la pelota. (Si se hubiera utilizado PROYECTIL en vez de 
PROYECTIL.EXACTO, la pelota no habría botado cada vez a la misma 
altura.) 


Rozamiento del aire 


Se puede apreciar que todas las trayectorias del proyectil son simétricas: la 
mitad derecha de la trayectoria es igual que la mitad izquierda. Si se observa 
la trayectoria de cualquier proyectil real, se verá que no existe tal simetría. En 
este caso la trayectoria se parecería más a la que aparece en la figura 4.1. 


Figura 4.1.—Una trayectoria real 


Podemos conseguir una trayectoria más real incluyendo el efecto del 
rozamiento del aire. Como una buena aproximación, podemos decir que la 
fuerza de rozamiento es proporcional a la velocidad. Por ejemplo, la componen- 
te x de la velocidad decrece en una cantidad proporciomal a :VX y la 
componente y decrece una cantidad proporcional a :VY. En el siguiente listado 
se ha incluido esta fuerza de rozamiento. 


PARA ROZA.PROYECTIL :VELOCIDAD :ANGULO :GRAVEDAD 
OT DIBUJA.TIERRA 

HAZ '""ROZAM .1 

HAZ ""VX VELOCIDAD * COS :ANGULO 

HAZ "VY :VELOCIDAD *- SEN :ANGULO 


PASO :VX :VY 
(ESCRIBE LALCANCE =1 COORX + 130) 
FIN 


PARA DIBUJA.TIERRA 
SL PONPOS [130 -50] 
BL PONPOS L-130 -50] 
FIN 


PARA PASO :VX :VY 

PONPOS LISTA COORX + :VX COORY + :VY 

SI COORY < -50 [ALTO] 

PASO C(:3VX - 3ROZAM * :VX) (2VY - ¡ROZAM * :VY 
-— GRAVEDAD) 

FIN 


PARA ARRANCAR 
ROZA.PROYECTIL 9 45 .4 
FIN 


Al ejecutar de nuevo ARRANCAR, se ve que la trayectoria se asemeja a la 
real. 


El tubo de rayos catódicos 


El tubo de imagen de la televisión es un tubo de rayos catódicos (IRC). Los 
electrones son excitados en el filamento del cátodo, acelerados hacia la pantalla 
y pasados a través de un par de placas deflectoras. Estas placas deflectoras 
tienen una de ellas carga positiva y la otra, carga negativa. En la figura 4.2 la 
placa superior tiene la carga positiva. Al ser negativa la carga del electrón, es 
atraído por la placa positiva y repelido por la negativa, moviéndose, por tanto, 
hacia arriba. 

La cantidad de carga de las placas deflectoras está determinada por la 
diferencia de potencial (voltaje) entre las placas. Cuanto mayor es el voltaje, 
mayor es la deflexión de las cargas que atraviesan las placas. Variando el 
potencial, se puede elegir el punto de la pantalla al que dirigir el chorro de 
electrones. 


Placa 
Cátodo aceleradora + 


| | == Placas 
deflectoras 


Pantalla 


Figura 4.2.—Un electrón en el tubo de rayos catódicos 
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Las ecuaciones para las componentes x e y de la aceleración de la carga entre 
las placas son muy parecidas a las del proyectil. 


Dy= 
Ay = CONSTANTE «* VOLTAJE 


Para simplificar, supongamos que: 
Ay =.03* : VOLTAJE 


Se ha elegido el factor 0.03 para que no se salga la tortuga de la pantalla. El 
voltaje puede ser positivo o negativo. 

Estas ecuaciones de la aceleración tienen exactamente la misma forma que 
las del proyectil. Por tanto, la dinámica para el electrón es la misma que para 
cualquier otro proyectil. La única diferencia es que para el electrón las placas 
deflectoras sólo actúan cuando el electrón está entre ellas. Se ha introducido esta 
variación en el siguiente listado para el tubo de rayos catódicos: 


PARA TRC :VOLTAJE 

HAZ "ACELERACION 3.N2 * :VOLTAJE 
BORRAPANTALLA 

VENTANA OT PANTALLAGRAFICA 
DIBUJA.PANTALLA 

DIBUJA.PLACAS 

PONPOS [-130 0] 

BL MT 

PASO 4 O 

SPLITSCREEN 

ESCRIBE [VA DE NUEVO (S/N) ?] 

SI LC = "S [ESCRIBE [QUE VOLTAJE?]1 [ALTO] 
HAZ '""V PRIMERO LL 

TRC :V 

FIN 


PARA DIBUJA.PANTALLA 

SL PONPOS [130 -1201 

BL 

PONRUMBO O AV 120 GI 90 AV 5 RE 5 GD 90 AV 120 
SL 


PARA DIBUJA.PLACAS 

PONPOS [-40 -401 

PONRUMBO 90 

REPITE 2 [BL AV 80 GI 90 SL AV 80 GI 90] 

SI :VOLTAJE > O EDIBUJA.MAS O 50 DIBUJA MENOS O -50] 
[DIBUJA.MAS O -50 DIBUJA.MENOS O 50] 

FIN 


PARA DIBUJA.MAS :X :Y 
PONPOS LISTA :X :Y 

BL PONRUMBO O 

AV 6 RE 12 AV 6 
PONRUMBO 90 

AV Ó RE 12 AV 6 

SL 

FIN 


PARA DIBUJA.MENOS :X :Y 
PONPOS LISTA :X :Y 

BL AV 6 RE 12 

SL 

FIN 


PARA PASO :VX :VY 

SI COORX > 130 [ALTO] 

PONPOS LISTA COORX + :VX COORY + :VY 
PASO :VX :VY + ACCY 

FIN 


PARA ACCY 
SI (ABS COORX)> < 40 [DEV :ACELERACION] LDEV 0] 
FIN 


PARA ABS :NUM 
SI (¿NUM < 0) [DEV -NUM] [DEV :NUM] 
FIN 


El electrón da pasos a lo largo de su trayectoria con ACCX=0 
y ACCY —:ACELERACION cuando el electrón está entre las dos placas 
deflectoras. Cuando esto ocurre, el valor absoluto (ABS) de COORX es <40. 
Observa que en DIBUJA.PLACAS las placas varían de COORX — —40 
a COORX — + 40. Se puede meter voltaje positivo o negativo. El signo más 
o menos se dibujará a continuación de la correspondiente placa deflectora. 
Ejecuta ARRANCAR para ver al TRC en acción (véase figura 4.2). 


PARA ARRANCAR 
TRC 5 
FIN 


PROBLEMAS 


1. Utiliza el procedimiento PROYECTIL para determinar el ángulo de 
lanzamiento que produce el máximo alcance para una determinada 
velocidad y aceleración de la gravedad. Usa diferentes valores de velocidad 
y gravedad, y demuestra que el ángulo de lanzamiento óptimo es 
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aproximadamente constante. (Habrá un pequeño error numérico debido al 
hecho de que la tortuga cae ligeramente bajo tierra antes de parar.) 


2. Utilizando los resultados del problema 1, determina cómo depende el 
alcance máximo del valor de la velocidad inicial. Elige, entre las siguientes, 
la respuesta adecuada: 

a) R(max) = (constante) * v 
b) Rí(max) = (constante) x v!/2 
c) R(max) = (constante) * v2 
d) R(max) = (constante) / v 

3. Utilizando los resultados del problema 1, determina cómo depende el 
alcance máximo de la GRAVEDAD para una velocidad inicial fija. Elige la 
solución adecuada: 

a) R(max) = (constante) * G 
b) R(max) = (constante) * G!2 
c) R(max) = (constante) /G 

d) R(max) = (constante) /G2 

4. Utilizando los resultados del problema 3, ¿a qué distancia llegaría una 
pelota arrojada en la Luna, suponiendo que esa pelota llegara a 200 m 
arrojada en la Tierra? La gravedad lunar es 0,16 veces la gravedad de la 
Tierra. 

PROYECTOS 

1. Hemos visto que una pelota puede botar sobre el suelo. ¿Puedes escribir un 
programa que mantenga una pelota botando alrededor de una habitación? 

2. Escribe un procedimiento que automatice el TRC. Envía 11 electrones po- 


niendo las placas deflectoras a los siguientes voltajes: 5, 4, 3, 2, 1, 0, —1, 

2, —3, —4 y —5. Hay muchas formas de hacerlo. Como práctica de 
manipulación de listas, intenta escribir dos procedimientos, AUTO y 
COMIENZA :VOLTAJES. En AUTO define una lista llamada “VOL- 
TAJES, que es [543210 -—1 -2 —3 -—4 —5]. AUTO llama al 
procedimiento recursivo COMIENZA :VOLTAJES, que ejecuta TRC 
PRIMERO :VOLTAJES y se llama recursivamente a sí mismo con 
COMIENZA MP :VOLTAJES. Se necesita alguna forma de parar el 


programa. 


Movimiento 


del proyectil (UI) 


Introducción 


A la hora de obtener soluciones gráficas o numéricas a los problemas físicos, 
aparecen dos tipos de problemas. Uno es que la tortuga se sale de la pantalla, y 
el otro es la exactitud proporcionada por los algoritmos numéricos cuando los 
cambios de velocidad son grandes, para intervalos de tiempo entre pasos de un 
segundo. La aproximación al punto medio nos ayuda, pero no siempre es 
suficientemente buena. 

Hay dos soluciones. Si la tortuga se nos sale de la pantalla, podemos reducir 
la escala del problema y ajustarla al tamaño de la pantalla. Si la velocidad 
cambia muy deprisa, en intervalos de tiempo de un segundo, podemos elegir un 
intervalo de tiempo más pequeño. Actualmente ambos problemas se resuelven 
mediante técnicas de escala; en un caso reducimos la escama de la longitud y en 
otro, la del tiempo. 


Modificación de la escala del tiempo 


En AVANZA :VELOCIDAD siempre hemos supuesto que la velocidad es 


aproximadamente constante en un intervalo de tiempo dado (1 segundo en 
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nuestras aplicaciones anteriores), pero supongamos que la velocidad es 40 m/s, 
y la aceleración 32 m/s/s. Durante un segundo la velocidad debería cambiar de 
40 m/s a 72 m/s, lo cual es poco apropiado para la suposición que hemos hecho 
de que la velocidad se mantiene constante a lo largo del segundo. 

La solución a este problema es utilizar un intervalo de tiempo más corto, 
quizá 0.1 s. Durante 0.1 s la velocidad debe cambiar de 40 a 43.2 m/s si la 
aceleración es 32 m/s/s. En este caso, suponer que la velocidad se mantiene 
constante durante un intervalo de 0.1 s es una aproximación mucho mejor. Para 
obtener una exactitud aún mayor, utilizaremos un intervalo de tiempo aún más 
pequeño. 

Si elegimos un intervalo de tiempo de 1 s, la tortuga se moverá una 
distancia igual a la velocidad a lo largo del segundo. Esto es debido a la propia 
deginición de la velocidad como la distancia recorrida en un segundo. Si la Di- 
ferencia de Tiempo (DT) entre los pasos no es igual a 1 s, la distancia recorrida 
en un tiempo DT es la distancia recorrida en la unidad de tiempo multiplicada 
por el tiempo DT. Así, en lugar de AVANZA :VX debemos poner AVANZA 
VX * :DT. 

De la misma forma, la aceleración es el cambio de la velocidad en un 
segundo. El cambio que sufre la velocidad durante un tiempo DT es 
¡ACELERACION « :DT. 

Estas dos modificaciones se han incorporado en PROYECT.DT: 


PARA PROYECT.DT :VELOCIDAD :ANGULO :GRAVEDAD 
VENTANA OT 

DIBUJA.TIERRA 

HAZ "DT .1 

HAZ "VX :VELOCIDAD * COS :ANGULO 

HAZ "VY VELOCIDAD * SEN :ANGULO 


PASO :VX :VY 
(ESCRIBE LRANGO =] (COORX + 130)) 
FIN 


PARA PASO :VX :VY 

INC.XY :VX * :DT :VY * :DT 

SI COORY < -50 [ALTO] 

PASO :VX :VY -— GRAVEDAD * :DT 
FIN 


PARA DIBUJA.TIERRA 
SL PONPOS [130 -50] 
BL PONPOS [-130 -50] 
FIN 


PARA INC.XY :DX :DY 
PONPOS LISTA COORX + :DX COORY + :DY 
FIN 


PARA ARRANCAR 
PROYECT.DT 70 45 32 
FIN 


En PASO se han hecho dos cambios fundamentales. En vez de incrementar 
COORX con :VX y COORY con :VY, se ha incrementado COORX con 
¿VX * :DT y COORY con :VY x :D'T. Esta modificación también debe afectar 
a la aceleración; así, el segundo cambio es que ahora ¿VX se incrementa con 
— GRAVEDAD x :DT en vez de —:GRAVEDAD. También hemos 
incluido el procedimiento INC.XY :DX :DY. El efecto de este procedimiento 
es incrementar los valores de las coordenadas x e y con :DX y :DY. La variable 
:DX contiene la Diferencia entre el antiguo valor de X y el nuevo, y lo mismo 
para la variable :DY respecto a los valores de y. 

Eligiendo :DT suficientemente pequeño, podemos obtener la exactitud que 
queramos. Queda por resolver el problema de mantener a la tortuga dentro de 
la pantalla cuando las distancias son muy grandes; por ejemplo, dibujar la órbita 
del planeta Plutón. Este problema se resuelve aplicando la reducción de la escala 
al dibujo de la órbita. Para ver esto, veamos primero un problema general de 
modificación de la escala. 


Modificación de la escala de la distancia 


Cuando dibujamos una casa en un papel, hemos aplicado los principios de 
modificación de la escala. Al reconocer que no podemos dibujar una casa a su 
tamaño natural en una hoja de papel, elegimos una escala razonable y dibujamos 
la casa de acuerdo a esa escala. Definiremos la variable ESCALA como el 
número de unidades de tortuga por metro (o por kilómetro o cualquier otra 
unidad de distancia). Una unidad de tortuga es la distancia entre una COORX 
de O y una COORX de 1. 

Si lanzamos un proyectil con un alcance de 100 metros, la trayectoria no 
cabrá en la pantalla si la escala que elegimos es 1 unidad de tortuga (u. t.) igual a 
1 m. Como en la pantalla caben 250 u. t., para que los 1.000 metros no se salgan 
de ella es necesario elegir un factor de escala de 250/1.000 u. t./m, es decir, 
1/4 u. t./m. Multiplicando los 1.000 m por el factor de escala 1/4, obtenemos las 
250 unidades de tortuga de la pantalla. 

Los cálculos de la trayectoria se ejecutan normalmente sin tener en cuenta 
consideraciones de escala. Sólo hay dos casos donde es necesario aplicar el factor 
de escala. Primero, cuando dibujamos en la pantalla debemos convertir la 
distancia (metros, kilómetros, etc.) a unidades de tortuga. Segundo, cuando 
obtenemos información de la pantalla debemos convertir las unidades de tor- 
tuga en unidades de distancia. Este proceso se ilustra en PROYECT.ESCALA. 


PARA PROYECT.ESCALA :VELOCIDAD :ANGULO :GRAVEDAD 
VENTANA OT 

DIBUJA. TIERRA 

HAZ "DT .1 

HAZ "ESCALA .25 

HAZ "VX :VELOCIDAD * COS :ANGULO 


sm (E 


HAZ "VY :VELOCIDAD *. SEN :ANGULO 

PASO :VX :VY 

(ESCRIBE [RANGO =] (COORX + 130) / :ESCALA) 
FIN 


PARA DIBUJA. TIERRA 
SL PONPOS [130 -50] 
BL PONPOS [-130 -50] 
FIN 


PARA PASO :VX :VY 

INC.XY :VX * :DT * ¡ESCALA :VY * :DT * :ESCALA 
SI COORY < -50 [ALTO] 

PASO :VX :VY - GRAVEDAD * :DT 

FIN 


PARA INC.XY :DX :DY 
PONPOS LISTA COORX + :DX COORY + :DY 
FIN 


PARA ARRANCAR 
PROJECT.ESCALA 70 45 10 
FIN 


El factor de escala se aplica en dos sitios, en AVANZA y en escribe 
COORX. En el primer caso convertimos metros en unidades de tortuga y, en el 
segundo, convertimos unidades de tortuga de nuevo a metros. 

Para ver lo lejos que podríamos arrojar una pelota en la Luna, donde la 
gravedad es el 16 por 100 de la gravedad de la Tierra, ejecutemos PROYECT. 
ESCALA 70 45 .16 x 10. La velocidad es 70 m/s; el ángulo de proyección, 
45 grados, y la aceleración de la gravedad, 0.16 * 10. Para poderlo comparar con 
la misma trayectoria en la Tierra, ejecutar PROYECT.ESCALA 70 45 10. Se 
puede apreciar una diferencia significativa en la distancia, como aparece en 
la figura 5.1. 


Figura 5.1.—PROYECT.ESCALA 70 45 (0.16 x* 10) 
PROYECT.ESCALA 70 45 10 


PROBLEMAS 


1. — St puedes arrojar una pelota a una velocidad de 40 m/s, ¿qué altura puede 
alcanzar? 

2. Si puedes arrojar una pelota a una velocidad de 40 m/s, ¿a qué distancia 
máxima llegaría en Júpiter? (En Júpiter la gravedad es 2.56 veces la de la 
Tierra.) 

3. Suponiendo que puedas saltar una altura de 1 m (es decir, elevar tu centro 
de gravedad 1 m), ¿qué altura podrías saltar en la Luna? ¿Y en Júpiter? 

4. Si puedes dar un salto de longitud de 3 m, ¿qué salto puedes dar en la 
Luna? ¿Y en Júpiter? 

PROYECTOS 

1. Práctica de artillería. Se va a disparar un cañón desde un edificio de altura 
arbitraria. El objetivo es una pequeña casa abandonada. Si es alcanzada, la 
casa debe desaparecer (GOMA). La velocidad de salida del cañón es fija 
e igual a 80 m/s. La configuración se ilustra en la figura 5.2. 

Edificio 
Altura 
(120, -50) (50, —50) (-120, -50) 
Figura 5.2.—Trayectoria de la bomba 
2. ¿Puedes modificar el programa del proyectil para que, al acabar el pro- 


grama, se escriba la longitud y altura alcanzada? (Sugerencia: incluir HAZ 
“PON.SEÑAL? “SI en PROYECTIL. En PASO comprueba que :VY 
es negativo y si está puesta la señal. Si es así, pon la señal a NO y apunta la 
altura de la tortuga. Otra técnica consiste en observar que cuando el 
producto VY.ANTIGUA + VY.NUEVA es negativo, cambia la dirección 


del movimiento.) 


cias (A 


El mono, el cazador 
y el principio 

de equivalencia 

de Einstein 


Introducción 


En este capítulo describiremos un experimento para que lo realices como 
un gran proyecto. El experimento consiste en resolver el siguiente problema. 
Un mono está en la rama de un árbol a 80 m del suelo. A 80 m de la base del 
árbol se encuentra un cazador. El cazador está intentando disparar al mono. El 
mono, sin embargo, es hábil en evitar la bala. Cada vez que ve el fogonazo del 
disparo, se suelta de la tama, y la bala pasa sobre su cabeza sin hacerle ningún 
daño. 

El cazador tampoco es tonto y ve lo que está sucediendo. El mono está 
evitando la bala saltando de la rama del árbol. “Seguro que hay —piensa— 
algún punto al que pueda apuntar la escopeta donde la bala le dé al mono, 
aunque suelte la rama.” 

Al volver del safari el cazador consulta a la tortuga el problema, escribiendo 
un programa Logo para simular la situación. En este programa coloca a la 
tortuga en la rama de un árbol a 80 unidades del suelo, con la instrucción de 
saltar cada vez que se dispare el proyectil. El proyectil parte de un punto 
situado a 80 unidades de la base del árbol, con una velocidad y dirección 
especificada por el cazador. El intenta encontrar el ángulo y la velocidad 
adecuados pata capturar al mono, mediante el método de ensayo y error. 

Los resultados son sorprendentes. Si fija un ángulo de tal forma que la 
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escopeta apunte por debajo de la rama donde está la tortuga, la bala siempre 
pasa por debajo de ésta cuando se cae. Si el ángulo lo pone por encima de la 
rama, la bala siempre pasa por encima de la tortuga. Estos resultados son 
independientes de la velocidad inicial del proyectil. Sin embargo, encuentra que, 
si apunta directamente a la tortuga sobre la rama, siempre le da, siendo este 
resultado independiente de la velocidad inicial del proyectil. Si ésta es baja, le da 
a la tortuga cuando está cerca de la tierra. Si es alta, le da a la tortuga cerca de la 
rama. Ambas situaciones aparecen en la figura 6.1. 

Tu tarea consiste en reconstruir el programa del cazador y verificar los 
resultados de sus experimentos. Puedes utilizar el programa PROYECTIL del 
capítulo 5. También puedes necesitar dos tortugas. Si tu programa no tiene 
sprites, utiliza el procedimiento PIDE descrito en Notas al usuario. 


Principio de equivalencia 
de Einstein 


Q0--——= 


No es demasiado difícil resolver las ecuaciones de movimiento del mono y 
el proyectil, y confirmar el hecho de que el mono es alcanzado si el fusil se 
apunta a él directamente. Sin embargo, hay una forma más fácil de convencer- 
nos de que el resultado es correcto. Imagina que todo el sistema completo (el 
cazador, el mono y el árbol) está encerrado en un gigantesco ascensor, como 
aparece en la figura 6.2. Vamos a examinar la dinámica que hay dentro del 
ascensor si el cable se corta justo en el momento en que se dispara el fusil, y el 
ascensor cae libremente. En cuanto el cable se corta, el ascensor comienza a caer 
a una velocidad determinada por la aceleración local de la gravedad. Si un 
objeto dentro del ascensor se hubiera soltado en el momento en que se cortó el 
cable, permanecería quieto. Respecto a la tierra, caería con el valor local de la 
aceleración de la gravedad, que es la misma a la que cae el ascensor. 

Así, los dos se aceleran juntos y, por tanto, no hay movimiento relativo 
entre el objeto suelto y el ascensor que se cae. Todas las cosas dentro del 
ascensor parece que no pesan. Si algo está quieto, permanece quieto. Si está en 
movimiento, se mueve con velocidad constante en una línea recta. Pata el 
cazador dentro del ascensor hay dos posibles interpretaciones a lo que está 
sucediendo a partir del corte del cable. Puede suponer que estaba en un ascensor 
al que se le ha cortado el cable, o que por alguna causa misteriosa la gravedad 
ha parado de repente: todo lo que hay en el ascensor se ha quedado sin peso. 
Esto no es sino un caso especial del principio de equivalencia de Einstein: 


Es imposible de distinguir entre una muestra de referencia acelerada y un 
campo de gravedad uniforme. 


Gracias a este principio, Einstein pudo demostrar la relación entre gravedad 
y propiedades geométricas del espacio. 


80 metros 


A 0 merros ——————] 


Alta velocidad de disparo 


80 metros 


ANS 
k—————— 80 metros ———— 


Baja velocidad de disparo 


Figura 6.1.— Alta y baja velocidad de disparo 
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Figura 6.2.—El mono y el cazador en el ascensor 


Un punto de vista diferente 


En la muestra de referencia en donde el mono y el cazador están situados 
dentro del ascensor, es fácil comprender por qué le da el proyectil al mono. 
Primero: observamos que, después de que el cable se corta, no hay gravedad 
efectiva dentro del ascensor. Segundo: el corte del cable no afecta de ninguna 
forma al movimiento del proyectil ni del mono. Ni el proyectil ni el mono están 
tocando las paredes del ascensor, por lo que el ascensor no tiene efecto sobre 
ellos. (El cazador y el árbol están mucho más afectados por el corte del cable. 
Comienzan a acelerarse, pero entonces están en contacto con el ascensor.) 
Estudiemos el movimiento del mono y del proyectil desde el punto de vista de 
un observador que se encuentra dentro del ascensor que cae libremente. Este 
observador se siente sin peso. Si el mono no pesata, permanecería en el mismo 
sitio después de soltar la rama del árbol. (El árbol se acelera hacia arriba, pero el 
mono permanece en el mismo sitio.) El proyectil, una vez que ha salido del 
cañón del fusil, se mueve en un entorno sín peso y, por tanto, se mueve con 
una velocidad constante en línea recta. Si el fusil se apunta directamente al 
mono, el mono permanece quieto y el proyectil se mueve en línea recta, el 
proyectil, claramente, debe herir al mono. El fenómeno es muy fácil de 
comprender en una muestra de referencia acelerada. 

Las leyes de la física deben ser independientes del intérprete. El mono y el 


cazador deben podet aplicar los principios básicos de la física y sacar las mismas 
conclusiones. La única diferencia real entre los dos es su punto de vista. Para el 
cazador el ascensor está en reposo, y todo dentro de él en un campo 
gravitacional uniforme. Para el mono el ascensor se está acelerando hacia arriba 


y no hay gravedad. Para este problema en particular, es más fácil obtener la 
solución con el punto de vista del mono. 


PROYECTO 
l, 


Simula este experimento. Sean la velocidad de partida y el ángulo variables 
de entrada. PIDE 0 el proyectil y PIDE 1 el mono que se cae. 


E 


Velocidad de escape 


Ley de Newton de la gravitación universal 


En el capítulo 3 estudiamos el movimiento de caída de un cuerpo. Ahora 
estudiaremos el movimiento inverso, el de un cuerpo lanzado hacia arriba. La 
velocidad de lanzamiento será tan grande, que tendremos que considerar la 
posibilidad de que el cuerpo se mueva lejos de la superficie de la Tierra. Si se va 
muy lejos, no podremos suponer que la aceleración de la gravedad sea 
constante. Si alcanza una altura muy elevada, podemos despreciar la atracción 
que ejerce la Tierra sobre el cuerpo. Comenzaremos, por tanto, por estudiar 
la atracción que ejerce la Tierra sobre un cuerpo que no esté muy cerca de la 
superficie de la Tierra. 

Este problema de las fuerzas gravitacionales ha preocupado a los científicos 
durante dos mil años. Los astrónomos griegos tenían muchas dudas. ¿Por qué 
cae una piedra al suelo? (La respuesta de Aristóteles a esta pregunta fue: Porque 
la piedra pertenece al mismo. Es su “estado natural”.) ¿Por qué la Luna gira 
alrededor de la Tierra? ¿Existe alguna relación entre el movimiento de la Luna 
alrededor de la Tierra y la trayectoria de una piedra? Si es así, ¿por qué no se cae 
la Euna sobre la Tierra como si fuera una piedra? 

Newton identificó la relación que existe entre el movimiento de un proyectil 
y el de los cuerpos planetarios. En su tratado Principia Mathematica, encontra- 
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Figura 7.1.—Trayectoria de una pelota arrojada a mucha altura 


mos una ilustración muy similar a la de la figura 7.1. Representa un cuerpo 
arrojado desde un mástil muy alto. Para bajas velocidades, la trayectoria es la 
que cabría esperar. Sin embargo, según se va incrementando la velocidad, el 
punto en el que choca con la Tierra está cada vez más lejos del mástil. Parece 
razonable que, si la velocidad es suficientemente elevada, el cuerpo vuelva al 
mástil sin haber chocado con la Tierra. Quizá es así como se comporta la Luna: 
tiene una velocidad tal, que su trayectoria de caída en el campo gravitacional es 
precisamente un círculo. Para verificar esta conjetura, Newton necesitaba una 
ley cuantitativa con la que pudiera probarlo. La ley que propuso es la ley de 
gravitación universal, que establece que: 


Dos cuerpos cualesquiera son atraídos entre sí con una fuerza proporcional 
al producto de la masa de cada uno, e inversamente proporcional al cuadrado 
de la distancia que separa los centros de los dos cuerpos. La fuerza es de 
atracción y está dirigida a lo largo del eje que une los dos cuerpos. 


Es decit: 
mM 


a 
Ex 


donde F es la fuerza sobre cualquiera de los cuerpos, m y M sus respectivas 
masas y r la separación entre los centros. Esta ley sirve para todos los cuerpos. 
Tu cuerpo es atraído por la Tierra con una fuerza proporcional a tu masa y a la 
de la Tierra. Si estuvieses en la Luna, tu masa sería la misma, pero, al ser la 
masa de la Luna mucho menor que la de la Tierra, la fuerza de atracción entre 
tu cuerpo y la Luna sería mucho menor. Por tanto, pesas menos en la Luna. 

Puedes medir esta fuerza poniendo un muelle debajo de tu pie, y midiendo 
la compresión. Esto es precisamente lo que haces cuando te pesas. 


Para que la fuerza gravitacional sea grande, por lo menos una de las masas 
debe serlo. Aunque entre tú y tu coche existe una fuerza de atracción, ésta no se 
puede apreciar porque los dos tenéis muy poca masa (al menos al compararla 
con la de la Tierra). Aunque pequeña, es posible medir, con instrumentos muy 
delicados, la fuerza entre dos masas m y M, y así medir el factor de 
proporcionalidad que existe en la ecuación de arriba. La constante es conocida 
por constante de gravitación universal, y se suele representar por la letra G. 
Ahora podemos escribir: 


1 [1] 


donde G es una cantidad medible. (Su valor es 6,67 x 101! en unidades 
métricas.) 


Ley de movimiento de Newton 


La ley de gravitación universal de Newton nos da la fuerza de atracción 
entre dos cuerpos; pero si queremos conocer la velocidad de escape de un 
cohete, necesitamos saber cómo afecta esta fuerza al movimiento. Esto nos lo da 
la ley de movimiento de Newton, que indica que: 


La suma de las fuerzas externas que actúan sobre un cuerpo es igual al 
producto de la masa por la aceleración del cuerpo. Es decir: 


Suma de fuerzas = masa X aceleración 


Normalmente se escribe: 
F = ma 12] 


donde EF representa la suma de todas las fuerzas externas. Esta ley nos dice 
cómo responde un cuerpo a una fuerza. En el caso particular de un cuerpo 
afectado por la fuerza gravitacional de otro cuerpo de masa M a una distancia t 
entre centros, combinando las dos leyes de Newton antes indicadas, podemos 
escribir: 


GmM 


12 


= ma 


Puesto que la masa m está a ambos lados de la ecuación, tenemos: 


GM 


—— He 


e 


Una observación final antes de terminar: la aceleración es atractiva; así, si la 
tortuga se mueve a lo largo del eje de las y, la aceleración se dirigirá hacia abajo, 
donde se encuentra el planeta. En este caso la aceleración será negativa, y 
tendremos 


—GM 
a = —— B] 


12 
Esta es la regla que necesitábamos, pues nos dice la aceleración de cualquier 
cuerpo a cualquier distancia (r) del centro de la Tierra. Vemos que la aceleración 


decrece según se va alejando el cuerpo de la Tierra. A una distancia 21ey grande, 
la aceleración debida a la gravedad de la Tierra es despreciable. 
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Figura 7.2.— Aceleración debida a la gravedad 


Este resultado se aplica, por supuesto, a dos cuerpos cualesquiera. En 
general, dice: 


La aceleración de un cuerpo debido a la atracción gravitacional de 
cualquier otro de masa M, a una distancia r entre centros, es GM/x?. 


Es interesante observar que la aceleración de un cuerpo depende solamente 
de la masa del otro. Esto es debido a haber eliminado m de ambos lados de la 
ecuación [3]. 

Si aplicamos la ecuación [3] a la superficie de la Tierra, y sustituimos los 
números adecuados, encontramos que a=9.8 m/s/s; si hacemos el mismo 
cálculo para la Luna, obtenemos una gravedad de sólo 1.5 m/s/s, y en el planeta 
Júpiter, de 26 m/s/s. Si te caes de la cama en Júpiter, puedes romperte el 
pijama. 


Velocidad de escape 


Ahora que ya tenemos una expresión para la aceleración, abordaremos el 
problema de la velocidad de escape. ¿Cuál debe ser la velocidad de escape de 
una nave espacial, cuando ha quemado todo su combustible si quiere escapar 
del campo gravitacional de la Tierra? Por “escapar del campo gravitacional de 
la “Tierra” queremos decir que el cohete sea capaz de navegar a distancias cada 
vez mayores, y no caer nunca. Supondremos (normalmente esto es cierto) que 
el combustible se acaba en un punto no muy lejano de la superficie de la Tierra. 
La velocidad de escape quiere decir que, con cualquier velocidad por encima de ese 
valor, el cohete navegará hasta el infinito y por debajo caerá de nuevo a la 
Tierra. 

Nuestro procedimiento para resolver el problema de la velocidad de escape 
es muy similar al utilizado para resolver el de la caída libre. El movimiento 
básico será determinado mediante el procedimiento: 


PARA PASO :VEL 


AVANZA :VEL 
PASO :VEL + ACC 
FIN 


La diferencia es que ahora la aceleración no es constante, sino la determina- 
da por la ecuación [3]. Otra complicación es que tendremos que llevar a la 
tortuga muy lejos de la Tierra y, si queremos mantenerla a la vista, tendremos 
que utilizar el modo ENLAZA. Esto implica que no podamos utilizar 
COORY para seguirle la pista a su posición, como hacíamos antes. No 
obstante, veremos que el Logo resuelve muy bien estas dificultades. 

El programa ESCAPE comprueba que la tortuga tiene suficiente velocidad 
para escapar de la gravedad de la Tierra. 


PARA ESCAPE :VEL :MASA 
ENLAZA 

BP PANTALLAGRAFICA 

HAZ "RADIO 40 
DIBUJA.TIERRA :RADIO 


PONRUMBO O 
HAZ "Y :RADIO 
MT 


PASO :VEL + ACC / 2 
SPLITSCREEN ESCRIBE LPLAFF!] 
FIN 


PARA PASO :VEL 

SI Y :VEL< 0 :Y < 279 LGOMA] 
SI :Y < :RADIO [ALTO] 

AV VEL 

HAZ "Y :Y + :VEL 
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PASO :VEL + ACC 


FIN 

PARA ACC 

DEV MASA / (:Y x :Y) 
FIN 


PARA CIRCULO :RAD 

HAZ "PI 3.14159 

OT BP 

SL AV :RAD GD 90 90 BL GI 15 

REPITE 12 [GD 30 AV 2 * :PI * :RAD / 12] 
GI 90 - 15 

FIN 


PARA DIBUJA.TIERRA :RADIO 
CIRCULO :RADIO 
FIN 


PARA ARRANCAR 
ESCAPE 6.6 1000 
FIN 


El primer procedimiento ESCAPE :VEL :MASA establece la base. 
Utilizamos el modo ENLAZA para que podamos ver siempre a la tortuga. El 
radio de la Tierra es 40 (esto lo cambiaremos después), dibujándose un círculo 
de radio 40. La tortuga se coloca encima de la Tierra, dirigida verticalmente, 
lista para el despegue. 

El siguiente comando HAZ “VEL :VEL + ACC /2 cambia la velocidad 
inicial a la velocidad después de 1/2 segundo. Para comprender el porqué de 
este comando, tenemos que volver a una observación anterior (véase capítulo 3, 
“Caída libre”) de que todas nuestras soluciones son aproximaciones. La falta de 
exactitud surge del hecho de que la velocidad no es constante, sino que cambia 
continuamente desde el comienzo hasta el final del paso. Utilizando la velocidad 
media entre pasos, conseguiremos resultados más exactos. 

También es interesante observar el comando HAZ “Y :Y 1 :VEL en el 
procedimiento PASO. Puesto que la tortuga se mueve a lo largo del eje de las y, 
y la Tierra está colocada en el origen, la distancia de la tortuga al centro de la 
Tierra es la coordenada y. Anteriormente hemos utilizado la función COORY 
para obtener el valor de la coordenada y, pero ahora no podemos hacerlo al 
estar en modo ENLAZA. Cada segundo el valor de y se incrementa en :VEL, 
y así sucesivamente, durante cada ciclo. Las sentencias condicionales (SD son 
utilizadas para borrar la huella de la tortuga si se cae a la Tierra, y pararla al 
alcanzar la misma. 

Se han elegido las unidades con esos valores para que la tortuga permanezca 
en la pantalla. Arbitrariamente se ha elegido G igual a uno. En el siguiente 
apartado consideraremos el problema de cómo tratar las dimensiones astronó- 
micas en una pequeña pantalla de televisión. 


PROBLEMAS 


1. Ejecuta el procedimiento ARRANCAR para ver lo que sucede. En 
ARRANCAR la velocidad es igual a 6.6 y la masa del planeta se ha 
elegido como 1000. Estima, con una aproximación de +-0.5 la velocidad 
mínima necesaria para escapar si la masa del planeta es 400. 

Repite el problema 1 con una masa planetaria de 1600. 
¿Puedes indicar cómo depende la mínima velocidad de escape de la masa 
del planeta? Usa los resultados de los problemas 1 y 2, y elige entre las 
siguientes posibilidades. La velocidad de escape es proporcional a: 

a) El cuadrado de la masa del planeta. 

b) La raíz cuadrada de la masa del planeta. 

c) La masa del planeta. 

d) El inverso de la masa del planeta. 

e) El inverso del cuadrado de la masa del planeta. 

PROYECTOS 

1. Modifica ESCAPE para que el radio del planeta sea una variable de 
entrada (es decir, PARA ESCAPE :VEL :MASA :RADIO). Ejecuta el 
programa con diversos valores del radio para determinar cómo depende la 
velocidad de escape del radio del planeta. 

2. Supongamos que existiera un agujero que atravesara la Tierra de parte a 


parte pasando por el centro, y estudiemos cómo se comportaría la tortuga 
si se cayese por dicho agujero. 

En este caso necesitamos una nueva fórmula para la aceleración, debido 
a la atracción de la Tierra. Supongamos que la tortuga está a una distancia 
y del centro de la Tierra, como se muestra en la figura 7.3. Como indica la 


Tierra 


Figura 7.3.—Tortuga atravesando la Tierra 
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ley de gravitación universal de Newton, la aceleración debido a la grave- 


dad es: 
A= —GM/y? 
donde M es ahora la masa interna a la esfera de radio y. Denominemos Mo 


a la masa total de la Tierra y R al radio. 
Si la densidad de la Tierra fuera constante, la masa de una esfera de 


radio y es: 
M4Bay 
M=M,) 
(4/3)TR3 
o simplemente 
M = Moy?/R3 


La aceleración, por tanto, es: 
d= — GM/y? = — GMoy/R? 
o mejor aún: 


a=(— GMp/R3y 


Es decir, la aceleración es una función lineal de y en vez de una función del 
inverso del cuadrado de y, como era antes. 

Pon G=1, Mo =400 y R=40. Deja a la tortuga que se caiga en el 
agujero y observa lo que le pasa. 


Modificando el factor de escala 


SU —= 


En las secciones anteriores hemos discutido la velocidad de escape 
utilizando los gráficos de la tortuga, pero ahora nos gustaría resolver problemas 
reales, como, por ejemplo, ¿cuál es la velocidad de escape de la Tierra, de la 
Luna o de Marte? 

Para poder responder a estas preguntas, tenemos que modificar el programa 


ESCAPE. Llamemos ESCAPE.ESCALA al nuevo programa. 


PARA ESCAPE.ESCALA :VELOCIDAD :MASA :RADIO 
ENLAZA 

BP PANTALLAGRAFICA 

HAZ "G 6.67N11 

HAZ "ESCALA 50 / :RADIO 


DIBUJA.PLANETA :RADIO * :ESCALA 
PONRUMBO O 

HAZ "Y :RADIO 

HAZ "DT ¿RADIO / (5 * :VELOCIDAD) 
MT 

PASO :VELOCIDAD + :DT * ACC / 2 
SPLITSCREEN ESCRIBE LPLAFF!] 


FIN 

PARA DIBUJA.PLANETA :R 
CIRCULO :R 

FIN 


PARA CIRCULO :RAD 

HAZ :PI 3.14159 

OT BP 

SL AV :RAD GD 90 BL GI 15 

REPITE 12 [GD 30 AV 2 * :PI * :RAD / 12] 
GI 90 - 15 

FIN 


PARA PASO : VEL 

SI Y ¡VEL < 0 (:Y < 279 / :ESCALA + :RADIO) [GOMA] 
SI :Y < :RADIO [ALTO] 

AV :VEL * :DT * :ESCALA 

HAZ "Y :Y-+ :VEL * :DT 

PASO :VEL + :DT * ACC 


FIN 

PARA ACC 

DEV -— :G * :MASA / (:Y x* :Y) 
FIN 


PARA ARRANCAR 
ESCAPE.ESCALA 10300 6.0E24 6300000 
FIN 


Lo primero que hacemos es HAZ “G 6.67N11, que es el valor de G en 
unidades métricas. Después, al no poder dibujar un círculo de 6.300.000 m (el 
tadio de la Tierra en metros) en la pantalla, tenemos que reducir la escala de 
estas dimensiones. Por esto aparece en ESCAPE.ESCALA el comando HAZ 
“ESCALA 50/ :RADIO, donde :RADIO es el radio del planeta. Después, en 
DIBUJA.PLANETA, gracias a :RADIO x* :¡ESCALA, obtendremos un 
círculo con radio de 50 unidades de tortuga. Este es un tamaño razonable para 
que el planeta aparezca en la pantalla. Aplicaremos el factor de escala solamente 
cuando hagamos algo relacionado con la pantalla. En todos nuestros cálculos 
utilizaremos los números reales del planeta con el que estemos trabajando. Sólo 
nos dirigiremos a la pantalla en dos sitios del programa: Primero, al dibujar el 
planeta, y segundo, cuando la tortuga AVANZA por la pantalla en el 
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procedimiento PASO. El resto de los cálculos se realizan sin el factor de 
escala. 

Hay una segunda modificación. Debemos usar un intervalo de tiempo entre 
PASOSs, que sea mayor que el de 1 segundo utilizado anteriormente. En 
ESCAPE.ESCALA aparece HAZ “DT :RADIO / (5 + : VELOCIDAD). Con 
este valor de DT, la distancia que se desplaza en cada paso (¿VELOCIDAD «x 
¿DT) será :RADIO / 5 o un quinto del radio del planeta. Este tamaño es 
adecuado, pues no es demasiado pequeño para que el programa tarde mucho en 
ejecutarse, mi demasiado largo para distorsionar el algoritmo numérico. 

Con estas modificaciones ya podemos considerar algunas aplicaciones reales. 
Algunas de estas posibles aplicaciones se incluyen en los siguientes apartados de 
problemas y proyectos. 


PROBLEMAS 


4. En la siguiente tabla aparecen la masa y el radio de algunos planetas. 
Complétala con la velocidad de escape de los mismos. 


Masa Radio Velocidad de escape 
e PAP 6 x 102 kg 6 300,000 m 11000 m/s 
LIM. 2. io. 73% 10% kg 1740,000 m 11000 m/s 
MAEtS: ¿0.5 6.4 x 1023 kg 3 300,000 m 11000 m/s 
Mercurio .... 3.2x 102 kg 2.400,000 m 11000 m/s 


5. En tu viaje espacial quieres visitar un pequeño asteroide. El asteroide es 
una masa esférica de hielo de 16000 m de radio y 8.5 x 1015 kg. Tienes 
que tener mucho cuidado al moverte alrededor de un asteroide. Si saltas 
alegremente, puedes alcanzar la velocidad de escape y salir al espacio para 
llegar hasta otro planeta. ¿Entre qué velocidades tienes que saltar para 
tener éxito? 


6. Es posible escapar del campo de gravedad de la Tierra, pero no del sistema 
solar. El Sol, aunque mucho más lejano que la Tierra, tiene una masa 
mucho mayor. Supongamos que tu nave espacial se sitúa a una distancia 
de 1.5 x 101! m del Sol (el valor medio de la distancia entre el Sol y la 
Tierra). ¿Qué velocidad se requiere para escapar desde este punto 
(RADIO=1.5x 10!) de la atracción solar? La masa del Sol es 
2.0x 103% kg. 


PROYECTOS 


3. Los movimientos hacia arriba y hacia abajo de un cohete son simétricos. La 
velocidad en cualquier punto del camino de subida de la trayectoria es igual 
a la velocidad en el mismo punto en la bajada. Si el cohete escapa muy 


justo de la gravedad de la Tierra, atravesará mucha distancia con velocidad 
prácticamente igual a cero. Dada la simetría de la trayectoria, podemos 
determinar la velocidad de escape soltándolo a una distancia muy grande 
con velocidad cero, y anotando la velocidad que lleva cuando choca con la 
Tierra. Esto nos evita el tener que probar con distintas velocidades para 
ver cuál de ellas permite al cohete escaparse de la gravedad de la Tierra. 
Modifica el programa ESCAPE.ESCALA para determinar de esta nueva 
forma la velocidad de escape. 


Utiliza los resultados del proyecto 2 para determinar cuánto tiempo 
tardaría un tren en atravesar la Tierra de parte a parte. 
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El movimiento 
de los planetas 


Introducción 


Las leyes de la dinámica que gobiernan el movimiento de una pelota o de 
una nave espacial son las mismas que las que gobiernan el movimiento de los 
planetas. Cada planeta es atraído hacia los restantes cuerpos del sistema solar. Al 
ser el Sol el cuerpo más grande de todo nuestro sistema, es también el que 
mayor efecto ejerce sobre el movimiento de los planetas. De hecho, su masa es 
tan grande (300.000 veces la masa de la Tierra) que el efecto de los restantes 
cuerpos es despreciable. 

Nos gustaría estudiar el efecto que ejerce el Sol sobre el movimiento de los 
planetas. ¿Cuál es la forma de las órbitas planetarias? ¿Cómo depende la 
velocidad de los mismos de su distancia al Sol? ¿Cómo es un año de Marte 
comnatado con un año de Venus? 


Las ecuaciones del movimiento 


Hemos visto que entre dos cuerpos cualesquiera hay fuerzas gravitacionales. 
Estas fuerzas responden a la ley de gravitación universal de Newton: 
GmM 
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donde r es la distancia entre los centros. Por otra parte, la ley de movimiento de 
Newton nos dice cómo afecta esta fuerza al movimiento de los cuerpos. Así 
la aceleración producida por una fuerza sobre un cuerpo viene dada por la 
formula: 


F=mA 


Combinando estas dos leyes, vemos que la aceleración de un cuerpo de masa m 
viene dada pot: 


GM 


42 


A= 


Ahora la aceleración es un vector. Puesto que la fuerza gravitacional es 
atractiva, la aceleración de un planeta está dirigida hacia el Sol. Si colocamos el 
Sol en el origen de un sistema de coordenadas x-y, podemos ver, tal como 
aparece en la figura 8.1, que las componentes x e y del vector aceleración son: 


A, = —A sen (argumento) 


Ay =—A cos (argumento) 
Pero como también se aprecia en la figura: 
sen (argumento) = x/r 


cos (argumento) = y/r 


A, Planeta 


A, 


Figura 8.1.—Componentes del vector aceleración 


Por tanto 
Ax=—A x/t 


y 
Ay=—A y/r 
O, puesto que A =GM/r?2 
Ax =—GM x/1? 
y 
Ay =—GM y/r? 

Es interesante comparar estas ecuaciones con las ecuaciones fundamentales 
del movimiento que, para calcular la velocidad de escape, vimos en el capítu- 
lo 7. Si consideramos el caso especial de un cuerpo que se mueve a lo largo del 
eje y, tenemos: x=0, y =r. Y, por tanto, 

Bi) 
Ay = — GMy/t? = — GM/r2 


que es la misma que la ecuación de movimiento que empleamos en el estudio de 
la velocidad de escape de un cohete. 


El procedimiento Logo 


Ahora que ya tenemos las leyes para la aceleración, podemos determinar la 
trayectoria de cualquier planeta. Haremos lo mismo que hemos hecho hasta 
ahora: AVANZAr con la velocidad, sumarle a la velocidad la aceleración y 
volver a AVANZAr con la nueva velocidad. En ORBITA hemos elegido 
velocidades adecuadas que permitan que la tortuga se ajuste a la pantalla. 
Posteriormente consideraremos el problema más real y multiplicaremos las 
distancias por un adecuado factor de escala. 


PARA ORBITA :X :Y :VEL :DIR 

VENTANA BP OT 

HAZ "MASA 4000 

CIRCULO 20 

SUBELAPIZ 

PONX :X PONY :Y 

ENCUENTRA .R 

HAZ ""VX (2VEL * SEN :DIR) + ACCX / 2 
HAZ "VY (2VEL *-C0S :DIR) + ACCY / 2 


87 


88 —— 


PANTALLAGRAFICA BAJALAPIZ 
PASO :VX :VY 
FIN 


PARA ENCUENTRA.R 

HAZ ''R RAIZCUADRADA ((CU COORX) + CU COORY) 
HAZ "R3 3R * RX 3R 

FIN 


PARA CU :X 
DEV :X * 2X 
FIN 


PARA PASO :VX :VY 

INC.XY :VX :VY 

ENCUENTRA .R 

PASO :VX + ACCX :VY + ACCY 
FIN 


PARA INC.XY :DX :DY 
PONPOS LISTA COORX + :DX COORY + :DY 
FIN 


PARA ACCX 

DEV -:MASA * COORX / :R3 
FIN 

PARA ACCY 

DEV -—:MASA * COORY / LR3 
FIN 


PARA CIRCULO :R 

HAZ "PI 3.14159 

OT SL CENTRO 

AV :R GD 90 BL GI 15 

REPITE 12 [GD 30 AV 2 * :PI * :R/ 12] 
GI (90 - 15) 

FIN 


PARA CIRCULAR 
ORBITA 50 0 8.9 O 
FIN 


PARA ELIPSE 
ORBITA 120050 
FIN 


PARA COMETA 
ORBITA -150 -90 8 31 
FIN 


En ORBITA se pueden asignar valores a las coordenadas x e y de cualquier 
planeta, y dar su velocidad y dirección de movimiento. La masa del cuerpo 
situado en el centro (el Sol de la tortuga) se ha elegido de 4000 y G=1. 
El radio del cuerpo central es de 20 unidades de tortuga (CIRCULO 20). El 
cuerpo para el que se quiere calcular su órbita se coloca en el lugar adecuado 
y con las componentes de velocidad indicadas. Hay que observar que de nuevo 
hemos ajustado la velocidad para que sea la del punto medio, añadiéndole 1/2 del 
cambio de la velocidad (ACCX y ACCY). (Ten cuidado de encerrar la función 
seno entre paréntesis, ya que actúa sobre todo lo que sigue hasta llegar al sitio 
donde se cierra el paréntesis o al final de la línea.) La tortuga comienza a dar 
pasos por la trayectoria de la órbita del cuerpo orbital. 

Una de las cosas que examinaremos en el apartado Proyectos es la forma de la 
órbita de los planetas. La mayoría de los planetas de nuestro sistema solar se 
mueven en órbitas casi circulares, pero también hay otras formas. La trayectoria 
puede ser una elipse (con el So/ en uno de los focos), una hipérbola o una 
parábola. Otra cosa que nos gustaría examinar es la relación que existe entre el 
período de la órbita (el tiempo que tarda en dar una vuelta alrededor del Sol) y 
la distancia del planeta al Sol. ¿Cuál es, por ejemplo, la duración de un año en 
Marte? (Puedes decir que, por supuesto, es un año marciano.) Pero, ¿cuántos 
días como los de la Tierra tiene un año marciano? 


Vector de la suma de velocidades 


El problema básico para determinar la trayectoria de la órbita de un cuerpo 
es determinar cómo afecta la aceleración al cambio de la velocidad. En 
ORBITA hemos solucionado este problema descomponiendo los vectores de 
velocidad y aceleración en sus componentes. La ventaja de hacer esto es que las 
componentes se suman igual que los números ordinarios (como dos más dos 
son cuatro). Pero un vector de dos unidades dirigido hacia el Este más un 
vector de dos unidades dirigido hacia el Norte no es un vector de cuatro 
unidades de longitud. Los vectores son un poco más difíciles de sumar. En el 
capítulo 1 vimos gráficos de la tortuga para sumar vectores, que ahora podemos 
utilizar para resolver nuestro problema de órbitas. 

En la figura 8.2 la tortuga O representa el planeta del que queremos calcular 
su órbita. Su velocidad actual es v y su aceleración A. Su nueva posición la 
podemos obtener con el comando AVANZA :V. Para repetir la operación, 
tenemos que obtener su velocidad en la nueva posición. Le podemos encargar a 
la tortuga 1 la tarea de encontrar esta nueva velocidad. Para ello sumará la 
aceleración A a la velocidad v, obteniendo así la velocidad en la nueva posición. 
Este proceso se ejecuta repetidamente en NUEVA.ORBITA. 

Utilizamos la tortuga O para el planeta de la órbita y la tortuga 1 para que 
nos dibuje constantemente el vector velocidad. 
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Tortuga O 
"DÍ 


Planeta 


Y» Nueva 


velocidad 


Tortuga 1 


Figura 8.2. —La tortuga O dibuja la órbita y la 1, la velocidad 


PARA NUEVA.ORBITA :X :Y :VELOC :DIR 

CENTRO. TODO 

BP VENTANA 

HAZ "MASA 4000 

SUBELAPIZ 

PONPOS LISTA :X :Y 

PIDE 1 [SUBELAPIZ OT CENTRO BAJALAPIZ PONRUMBO :DIR AV 
VELOC] 

PANTALLAGRAFICA BAJALAPIZ OT 

PASO 

FIN 


PARA PASO 
PONRUMBO :DIR 
AV :VELOC 
CAMBIA. VEL 
PASO 

FIN 


PARA CAMBIA .VEL 

PONRUMBO HACIA LO 0] 

HAZ "ACC.ANGULO RUMBO 

HAZ "ACC :MASA / ( ( CU COORX ) + CU COORY ) 
PIDE 1 ESUMA.ACCI 

FIN 


PARA SUMA. ACC 
PONRUMBO ACC. ANGULO 

AV :ACC 

HAZ "'VELOC RAIZCUADRADA ( CU COORX > + CU COORY 


PONRUMBO HACIA [O 01 GD 180 
HAZ "DIR RUMBO 


FIN 
PARA CU :X 
DEV :X * :X 
FIN 


PARA ARRANCAR 
NUEVA .ORBITA 120 0 4 0 
FIN 


Observa que en NUEVA.ORBITA hacemos PIDE 1 para ir al CEN- 
TRO, ponerse en la dirección de la velocidad y avanzar una distancia igual a la 
velocidad. Esto nos da un vector en el origen que determina la velocidad. 
Después, en SUMA.ACC se incrementa esta velocidad en una cantidad igual a 
la aceleración. 

En PASO, la tortuga O (la del planeta de la órbita) se coloca a sí misma en 
la dirección de la velocidad y avanza una distancia igual a la misma. Entonces, 
mediante CAMBIA.VEL la tortuga O se orienta hacia el centro, ésta es la 
dirección de la aceleración y determina el ángulo de la aceleración. El módulo 
de la aceleración es el mismo que antes. Á continuación se le pide a la tortuga 1 
que sume esta aceleración a la velocidad antigua para generar la nueva 
velocidad. Al terminar esto, la tortuga O da un paso más con esta nueva 
velocidad. 

La ventaja de este método es que vemos claramente el vector suma de las 
velocidades. (Si quieres ver la velocidad en la pantalla, puedes poner un factor 
de escala a la tortuga 1.) 


Figura 8.3.—NUEVA.ORBITA 120 0 4 0 
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(Es interesante advertir que la trayectoria de la tortuga 1 siempre es un 


círculo —véase figura 8.3—. La órbita del planeta es un círculo en el espacio de 
la velocidad, pero una elipse en el espacio de la configuración. El centro de esue 
círculo no coincide necesariamente con el centro de fuerzas. En la ponencia 
“Velocidad, espacio y geometría de las órbitas plantetarias”, de American 
Journal 0f Physics, 43, 1975, pág. 579, hay más información sobre este tema.) 
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Prueba con distintas órbitas y mira lo que consigues. Elige diferentes 
valores de x, y, velocidad y dirección, y observa lo que sucede. Ejecuta los 
procedimientos CIRCULAR, ELIPSE y COMETA dados anteriormen- 
te, y mira lo que pasa. 


Cambia la masa a 3500 y ejecuta CIRCULAR de nuevo. ¿Cuál es la forma 
de la nueva órbita? 


Nos gustaría determinar cómo están relacionadas la velocidad de un 
planeta en una órbita circular, con la MASA del cuerpo central y el radio 
de la órbita. Para hacer esto, observemos que un radio de 50 y una 
velocidad de 8.9 dan una órbita circular. Cambia a 100 el radio y busca el 
valor de la nueva velocidad para obtener de nuevo una órbita circular. 
¿Puedes utilizar este resultado para elegir una de las siguientes ecuaciones 
que relacionan la velocidad y el radio de las órbitas circulares? 


a) v=constante * rl/? 
b) v=constante/rl? 

c) v=constante * r 
d) y =constante/r 


A continuación, queremos ver cómo depende la velocidad de la masa del 
cuerpo central en una órbita circular. Para hacer esto, cambia el valor de 
MASA a 2000, el radio a 100 y mira qué velocidad es necesaria para 
obtener una órbita circular. ¿Puedes indicar, a partir del resultado, cuál de 
las siguientes relaciones entre la velocidad y la masa del cuerpo central es la 
correcta? 


a) v=constante * m1/2 
b) v=constante/m!” 

c) v= constante * m 
d)  v= constante/m 


¿Puedes unir los resultados de los problemas 3 y 4 para indicar cómo 
depende exactamente v de m y r simultáneamente? ¿Puedes determinar la 
constante? Por ejemplo, v = 2m'?r1P, ¿es una fórmula correcta? 


PROYECTOS 


1. 


Es interesante ver lo que sucedería si viviéramos en un universo en donde 
las fuerzas gravitacionales no fueran proporcionales a 1/r2. Considera las 
formas de las órbitas con una fuerza proporcional a 1/t3. Para hacer esto, 
cambia HAZ “R3 :R + :R x :R por HAZ “R3 R « :R + :R x :R en el 
procedimiento ENCUENTRA.R. Para que la tortuga se mantenga en la 
pantalla, tienes también que poner HAZ “MASA 4000 x* 50 en ORBITA. 
Intenta ahora CIRCULAR. (Las órbitas que aparecen se las conoce como 
espirales de Cote, en honor del primer hombre que estudió este problema.) 


De forma similar al proyecto 1, hagamos ahora que la fuerza sea pro- 
porcional a 1/r*. (Cambia la masa a 4000 x* 50 * 50; es decir, 1x107.) 
Encontrarás sólo dos tipos de órbitas, las que van hacia el Sol y las que se 
alejan hacia el infinito. Alégrate de no vivir en ese universo. 


== 


La música 
de las esferas 


Introducción 


Factor 


En el capítulo 8 hemos trabajado solamente con planetas imaginarios. 
Elegimos los parámetros restringiéndonos a aquellos valores que dejaban a la 
tortuga dentro de la pantalla. Ahora nos gustaría considerar problemas más 
reales, en particular las órbitas de los nueve planetas de nuestro sistema solar, 
así como los movimientos de la Luna y los satélites artificiales alrededor de la 
Tierra. Para resolver el problema de las limitaciones del tamaño de la pantalla, 
multiplicaremos por un factor de escala adecuado todas las distancias que 
tengan que dibujarse. 


de escala 


Nuestro objetivo es representar en la pantalla el sistema solar. Esto no se 
puede hacer de una vez, pues cuando dibujásemos Plutón sobre la pantalla 
(radio de la órbita 5.9 x 1013 m) a una distancia de 100 unidades de tortuga, el 
radio de Mercurio (radio orbital de 5.8 x 101% m) sería aproximadamente de una 
unidad de tortuga. En esta situación, evidentemente, no veríamos un círculo 
tan pequeño. Así pues, vamos a dividir los planetas en dos grupos. El primero 
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estará compuesto por Mercurio, Venus, la Tierra y Marte, y el segundo por 
Júpiter, Saturno, Urano, Neptuno y Plutón. Del primer grupo, Marte es el más 
lejano del Sol, por lo que vamos a elegir la escala de forma que la órbita de 
Marte llene la pantalla. El círculo más grande que podemos dibujar en la 
pantalla tiene de radio 119 unidades de tortuga. Nuestro factor de escala es 119 
dividido por el radio de la órbita de Marte (HAZ “ESCALA 119/MARTE). 
Para representar el segundo grupo, dividiremos el factor de escala por el radio 
de Plutón. 

También tenemos que ajustar el intervalo de tiempo DT, pues de lo 
contrario la Órbita tardaría mucho en dibujarse. Lo ajustaremos de tal forma que 
la tortuga avance en cada paso una distancia significativa. La distancia que se 
mueve la tortuga en cada paso es ¿VELOC += :DT + :¿ESCALA. Si la distancia 
es demasiado pequeña, la órbita tardará mucho. Si es demasiado grande, la 
órbita no será muy exacta, ya que nuestra aproximación supone que la velocidad 
es prácticamente constante a lo largo del paso. Como un compromiso razonable 
suponemos 


(VELOC) * (DT) * (ESCALA) =8 


La longitud del paso es, por tanto, ocho unidades de tortuga, ni demasía- 
do grande, mi demasiado pequeña. Si resolvemos esta ecuación, encontramos 


para :DT 
8 


(VELOC) x* (¿ESCALA) 


:DT = 


que debe ser un intervalo de tiempo adecuado entre pasos. 

Al construir el programa que dibuja las órbitas planetarias, hemos tenido 
cuidado de dos cosas. Una ha sido elegir la escala adecuada para la distancia y el 
tiempo. Aún hemos de ver la otra antes de comenzar con el programa. 

Todos los planetas de nuestro sistema solar viajan en órbitas casi circulares. 
Por ello, nos gustaría que nuestro programa generase sólo órbitas circulares. En 
los problemas anteriores hemos examinado la relación que existe entre la 
velocidad, la masa del cuerpo central (en este caso el Sol) y el radio para ob- 
tener órbitas circulares. El resultado de ese trabajo nos muestra que la rela- 
ción es: 


v= (M1)? 


En aquel problema teníamos G=1. Ahora utilizaremos el valor real de G; 
G=6.67 x 101, Este valor de G tiene que multiplicarse por la masa para que 


v= (GM/r)12 


En ORBITA.CIR introduciremos el valor del radio del planeta y haremos 
que la velocidad satisfaga esa ecuación. Esto nos asegurará que las órbitas van 


a ser circulares en lugar de tener que hacerlo por el método ensayo y error 
utilizado en el capítulo 8. Nuestro programa ORBITA.CIR comienza: 


PARA ORBITA.CIR :R 


HAZ "X :R HAZ "Y O 

HAZ "DIRECCION O 

HAZ "TIEMPO O 

HAZ "RADIO.SOL 6.91998E8 

HAZ '"MASA.SOL 2.E30 

HAZ "G 6.67N11 

HAZ "ESCALA 119 / MARTE 

HAZ "VELOC RAIZCUADRADA :G * :MASA.SOL / :R 

HAZ "DT 8 / (:VELOC * :ESCALA) 

CIRCULO :RADIO.SOL * ESCALA 

SL 

PONX :R * ESCALA 

ENCUENTRA R 

HAZ "VX (: VELOC * SEN : DIRECCION) + :DT * ACCX / 2 
HAZ "VY (¿VELOC * COS : DIRECCION) + :DT * ACCY / 2 
PANTALLAGRAFICA BL 

PASO :VX :VY 

SPLITSCREEN ESCRIBE :TIEMPO / (24 *x 60 x 60) 

FIN 


PARA PASO :VX :VY 

SI TECLA? LALTO] 

HAZ "X :X + :VX * :DT 

HAZ "Y :Y + :VY *x- :DT 

PONPOS LISTA (:X * :ESCALA) (Y * :ESCALA) 
HAZ "TIEMPO :TIEMPO + :DT 

ENCUENTRA .R 

PASO :VX + ACCX * :DT :VY + ACCY * :DT 

FIN 


PARA ENCUENTRA.R 
HAZ "R RAIZCUADRADA (CU :X) + CU :Y 
HAZ "R3 :R * RX :R 


FIN 

PARA CU :X 

DEV :X * :X 

FIN 

PARA ACCX 

DEV -:G * :MASA.SOL * :X / :R3 
FIN 

PARA ACCY 

DEV -:G * :MASA.SOL * :Y / :R3 
FIN 
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PARA CIRCULO :R 

HAZ "PI 3.14159 

OT SL CENTRO 

AV :R GD 90 BL GI 15 

REPITE 12 [GD 30 AV 2 x :PI *x :R/ 12] 
GI (90 - 15) 

FIN 


PARA MERCURIO 
DEV 5.79997E10 


FIN 

PARA VENUS 
DEV 1.08E11 
FIN 

PARA TIERRA 
DEV 1.5E11 
FIN 

PARA MARTE 
DEV 2.3E11 
FIN 


PARA JUPITER 
DEV 7.89997E11 


FIN 

PARA SATURNO 
DEV 1.43E12 
FIN 

PARA URANO 
DEV 2.97E12 
FIN 


PARA NEPTUNO 
DEV 4.49999E12 
FIN 


PARA PLUTON 
DEV 5.89997E12 
FIN 


Según van desplazándose los planetas a lo largo de su órbita, el tiempo se 
incrementa en D'T después de cada paso. Una de las cosas que queremos 
examinar es el período de la rotación. El tiempo transcurrido (medido en días 
de la Tierra) se puede determinar en cualquier punto de la órbita pulsando 
cualquier tecla. Esto parará el procedimiento PASO, devolviéndose el control 
al procedimiento que llamó a PASO, que fue ORBITA.CIR. El siguiente 


corrando es ESCRIBE :TIEMPO/(24 * 60 x 60), que es el tiempo en días. 

Hemos incluido nueve procedimientos, desde MERCURIO hasta PLU- 
TON, con el radio de cada uno de los planetas. Si llamamos ORBITA.CIR 
TIERRA obtendremos la órbita de la Tierra. Dando a cualquier tecla en el 
momento en que se cierra la Órbita encontraremos la longitud del año de la 
Tierra. 

Si intentas determinar la órbita de cualquiera de los planetas que están más 
allá de Marte, no podrás ver la tortuga (se saldrá fuera de la pantalla). Para 
trabajar con este segundo grupo de planetas, cambia la escala de 


| HAZ "ESCALA 119 / MARTE 
a 


| HAZ "ESCALA 119 / PLUTON 


Dibujando órbitas 


Hasta ahora hemos construido las órbitas de los planetas mediante las leyes 
de movimiento y de gravitación universal de Newton. Para los movimientos 
circulares ya tenemos la forma de la órbita: un círculo. Para dibujar un círculo 
no necesitamos las leyes de Newton. Lo único que necesitamos de las leyes de 
Newton es la velocidad, y así tenemos: 


v= (GM/1)” 


Escribiremos un programa que dibuje las órbitas circulares de cualquier 
planeta. Elegimos dibujar la órbita no porque sea más fácil que calcularla a 
partr de las ecuaciones de movimiento, sino porque es mucho más rápido y 
nuestro siguiente objetivo es escribir un programa que dibuje varios planetas en 
la pantalla al mismo tiempo, para ver cómo se mueven unos planetas respecto 
de ctros. Con varios planetas en la pantalla al mismo tiempo, la tortuga está 
muy ocupada. Seamos amables y simplifiquémosle el trabajo. 

Para dibujar órbitas circulares, sustituiremos 


| PASO :VX :VY 


en ORBITA.CIR por 


HAZ "ANGULO 360 * 8 / (2 *x :PI * :¡R * :ESCALA) 
DIBUJA.ORBITA 


donde DIBUJA.ORBITA viene definido por el procedimiento 
== YY 


PARA DIBUJA.ORBITA 

SI TECLA? LALTO] 

AV 8 

GI :ANGULO 

HAZ '"'TIEMPO :TIEMPO + :DT 
DIBUJA.ORBITA 

FIN 


Prueba con esta modificación y verás lo rápida que es, pero primero intenta 
entender por qué se define ANGULO de esa forma. 


Cuatro planetas 


Como antes indicábamos, no es posible poner los nueve planetas en la 
pantalla al mismo tiempo por problemas de escala. Sin embargo, podemos 
poner a cuatro al mismo tiempo. Para ganar tiempo, dibujamos las órbitas 
como se ha indicado en el apartado anterior. 


PARA PLANETAS :RO :R1 :R2 :R3 
VENTANA 

CENTRO. TODO 

BP PANTALLAGRAFICA MT 

HAZ "PI 3.14159 

HAZ "R CFR :RO :R1 :R2 :R3) 
HAZ '"NUM.TORTUGA LO 1 2 3] 

HAZ "MASA.SOL 2.E30 

HAZ "G 6.67N11 

HAZ "ESCALA 119 / MARTE :R 

HAZ "v [1 

HAZ "ANGULO E] 

PON .VELOCIDADES :R 

HAZ "DT 8 / C(MAX :V) * :ESCALA) 
PON.LUGAR :R :NUM. TORTUGA 
PON.ANGULO :R :V 

BL OT 

DIBUJA.ORBITAS :V :NUM. TORTUGA 
FIN 


PARA PON.VELOCIDADES :R 

SI VACIO? :R [ALTO] 

HAZ 'V PONULTIMO RAIZCUADRADA (:G * :MASA.SOL / PRIMERO :R) 
V 

PON.VELOCIDADES MP :R 

FIN 


100 —— 


PARA PON.LUGAR :R :NUM. TORTUGA 

SI VACIO? :R [ALTO] 

PIDE PRIMERO :NUM.TORTUGA [SL PONX :ESCALA * PRIMERO :R BL1 
PON.LUGAR MP :R MP :NUM. TORTUGA 

FIN 


PARA PON.ANGULO :R :V 

SI VACIO? :R [ALTO] 

HAZ "ANGULO PU (360 * :DT * PRIMERO :V) / (2 x :PI * PRIMERO 
:R) :ANGULO 

PON.ANGULO MP :R MP :V 

FIN 


PARA DIBUJA.ORBITAS :V :NUM. TORTUGA 
GIRA :NUM.TORTUGA : ANGULO 

PASO :V :NUM. TORTUGA 

DIBUJA.ORBITAS :V :NUM.TORTUGA 

FIN 


PARA GIRA :NUM.TORTUGA :ANG 

SI VACIO? :NUM.TORTUGA [ALTO] 

PIDE PRIMERO :NUM.TORTUGA [GI PRIMERO :ANG] 
GIRA MP :NUM.TORTUGA MP :ANG 

FIN 


PARA PASO :V :NUM.TORTUGA 

SI VACIO? :NUM.TORTUGA [ALTO] 

PIDE PRIMERO :NUM.TORTUGA [AV (PRIMERO :V) * :DT * :ESCALA] 
PASO MP :V MP :NUM. TORTUGA 

FIN 


PARA MAX :X 

SI VACIO? MP :X [DEV PRIMERO :X] 

SI (PRIMERO :X) > ULTIMO :X [DEV MAX MV :X] [DEV MAX MP :X] 
FIN 


PARA MERCURIO 
DEV 5.79996E10 


FIN 
PARA VENUS 
DEV 1.08E11 
FIN 


PARA TIERRA 
DEV 1.5E11 
FIN 
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PARA MARTE 
DEV 2.3E11 
FIN 


PARA JUPITER 
DEV 7.79999E11 
FIN 


PARA SATURNO 
DEV 1.43E12 


FIN 
PARA URANO 
DEV 2.97E12 
FIN 


PARA NEPTUNO 
DEV 4.49999E12 
FIN 


PARA PLUTON 
DEV 5.89999E12 
FIN 


PARA ARRANCAR 
PLANETAS MERCURIO VENUS TIERRA MARTE 
FIN 


En PLANETAS hay cuatro variables de entrada: los radios de los cuatro 
planetas. También hay cuatro listas que se utilizan para obtener toda la 
información necesaria: Primero, hay una lista NUM.TORTUGA ([0 1 2 3]) 
que simplemente sabe cuál es la tortuga que está desplazándose; segundo, hay 
una lista R que almacena los valores de los cuatro radios de las órbitas; tercero, 
hay una lista Y que contiene las cuatro velocidades de los planetas y, 
finalmente, hay una lista ANGULO que almacena los ángulos según los cuales 
deben girar los planetas en cada paso. 

Observa que PLANETAS auto-ajusta su escala. La escala se establece a 
119/MAX :R, donde MAX :R es el máximo de los cuatro radios. Después, 
cuando se colocan los planetas en su sitio gracias al comando PONX 
¡ESCALA * PRIMERO :R en el procedimiento PON.LUGAR, se puede 
asegurar que para cualquier PRIMERO :R los valores de la coordenada x serán 
igual o menor que 119. Podemos llamar PLANETAS 1 23 40 PLANETAS 
1€E10 2E10 3E10 4E10, y el factor de escala se ajustará adecuadamente. (No es 
necesario ordenarlos por los radios. La única precaución que hay que tener es 
no elegir radios que difieran demasiado. Si un radio es 1/1000 del radio más 
erande, en la pantalla ocupará aproximadamente 0.1 unidades de tortuga, que es 
demasiado pequeño para poderlo ver. Por ello, no puedes poner a Plutón y a la 
“Tierra al mismo tiempo.) 


PROBLEMAS 


1. 


Determina el período de rotación de Mercurio. Para hacerlo, ejecuta 
ORBITA.CIR MERCURIO y, al completarse la órbita, pulsa cualquier 
tecla. Se escribirá el tiempo transcurrido. Haz lo mismo para Venus, la 
Tierra y Marte. 

Cambia la escala para que Plutón, el planeta más lejano del Sol, esté a 119 
unidades de tortuga. Determina el período de rotación de Júpiter, Saturno, 
Urano, Neptuno y Plutón. Como pista se indica que el año de Plutón es 
aproximadamente 248 veces el año de la Tierra. 


Determina el período de rotación de la Luna alrededor de la Tierra. La 
masa de la Tierra es 6.0 x 102 kg, y la distancia entre la Tierra y la Luna 
es de 3.8 x 10% m. Para poder contestar a esta pregunta necesitas hacer 
algunas modificaciones al procedimiento ORBITA.CIR. 


Un satélite de comunicaciones permanece constantemente situado en el 
mismo punto sobre la Tierra. Está estacionario, lo que es muy adecuado 
para los propósitos de comunicaciones, pues si rotase alrededor de la Tierra 
sólo se le podría utilizar, como mucho, el 50 por 100 del tiempo. No 
obstante, evidentemente el satélite no se está quieto, sino que está girando 
alrededor de la Tierra con un período de 24 horas. A tales órbitas se les 
denomina “geoestacionarias” (estacionarias respecto de la Tierra). Supo- 
niendo que la órbita es circular, ¿cuál es el radio de la órbita? (Pista: utiliza 
la información obtenida en el problema 3. El resultado debe ser entre seis o 
siete veces el radio de la Tierra.) 


Ejecuta PLANETAS MERCURIO VENUS TIERRA MARTE, e 
intenta explicar por qué se ve Venus desde la Tierra solamente a primeras 
horas de la mañana o a últimas horas de la tarde. En cambio, se puede ver 
Marte a cualquier hora de la noche. 


Ejecuta PLANETAS MERCURIO VENUS TIERRA MARTE, com- 
páralo con PLANETAS JUPITER SATURNO URANO PLUTON, y 


tendrás una idea del tamaño del sistema solar. 


PROYECTOS 


1. 


En el apéndice A encontrarás una tabla que da las posiciones de los 
planetas el 1 de enero de 1985. Escribe un programa que sitúe a la Tierra, 
Marte, Júpiter y Saturno en el lugar que ocupaban ese día. Al ejecutar el 
programa, los planetas deben ir girando sobre el centro de la pantalla, 
apareciendo en la parte inferior el tiempo que transcurre. Deja correr el 
programa hasta que se alcance el día de hoy. Por la noche mita al cielo y 
comprueba que las posiciones de los planetas coinciden con las que tienes 
en tus cálculos. 
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2. En el siglo IM a. C. los astrónomos griegos notaron que había veces, a lo 
largo del año, en que Marte, Júpiter y Saturno seguían órbitas retrógradas 
(una órbita retrógrada es aquella en que el planeta, visto desde la Tierra, 
invierte su movimiento aparente respecto a las estrellas fijas). ¿Puedes 
construir un programa que indique el porqué del movimiento retrógrado? 
El programa debe dibujar una línea que una la Tierra con el planeta 
elegido. ¿Se pueden ver Venus y Mercurio con movimientos retrógrados? 
¿Cuántas veces, a lo largo de un año marciano, aparecerá Marte con un 
movimiento retrógrado? 


Estrellas fijas 


*x 
A * 
Tierra AA 
* 
Movimiento retrógrado 
* 
*x 
Estrellas 
fijas 
k 


Rotación normal 


Figura 9.1.—Rotación normal y retrógrada 
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10 
El Voyager II 


y las órbitas lunares 


Introducción 


Para enviar una nave espacial a Urano se necesita un cohete muy grande, y 
exige mucho tiempo. En el viaje por el sistema solar, el Voyager 11 llegó a 
Urano el 14 de enero de 1986, después de haber viajado por el espacio durante 
ocho años para cubrir los 11 millones de kilómetros que nos separan. Está claro 
que cualquier truco que sirviera para acelerar el vuelo sería bastante apreciado. 
Un método que nos gustaría analizar es hacer que el Voyager rebotara en los 
otros planetas; es decir, utilizara los planetas como grandes raquetas que lo 
acelerasen. Evidentemente no se puede hacer que una nave espacial rebote sobre 
un planeta. No obstante, lo que sí puede hacerse es que la nave vuele muy cerca 
del planeta y utilizar su campo gravitacional para impulsarla alrededor del él. El 
esquema aparece en la figura 10.1. En la parte izquierda, una nave espacial es 
acelerada mediante un planeta y en la parte derecha una pelota es acelerada por 
medio de una raqueta. El mecanismo mediante el cual los dos objetos 
interactúan (la nave espacial y el planeta, o la raqueta y la pelota) mo es de 
nuestro interés. Lo importante es que, en un choque en el que se conserve la 
energía, la energía que pierde un objeto debe ser igual a la que gana el otro, 
manteniendo así constante la energía total del sistema. Como regla general 
puede decirse que, cuando un objeto ligero es “golpeado” por un objeto pesado 
que avanza en la misma dirección, el objeto ligero ganará energía. Por otra 
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Mearande 


Planeta 


Mnoriiaha 


Y 


Nave espacial 


Figura 10,1.—Nave espacial rebotando en un planeta, como una pelota en una raqueta 


parte, cuando un objeto ligero golpea a un objeto pesado que se aleja, el objeto 
ligero perderá energía. Este fenómeno se ilustra en la figura 10.2. A la inversa, 
si el camión de la figura se estuviera acercando a la pelota, la pelota ganaría 
energía después del choque, como se ilustra en la figura 10.3. 


v=40 v=10 
O=> —b 10 v=2044) — 
Pelota 


Antes Después 


Figura 10.2.—Una pelota rebota en un camión que se separa 


AS v=10 v=60 «O 


Antes Después 


Figura 10.3..—Una pelota choca contra un camión quie se aproxima 


La regla general en tales choques frontales es que, si la energía y el 
momento se conservan, la velocidad relativa a la que se acercan los dos cuerpos 
es igual a la velocidad relativa a la que se separan. En la figura 10.2 esta 


Urano 


Júpiter 


espacial 


Tierra 


Figura 10.4.—La nave espacial obtiene un impulso de Júpiter 


velocidad relativa es de 30 km/h antes y después del choque. En la figura 10.3 
la velocidad relativa es 50 km/h antes y después del choque. 

Ahora bien, no pretendemos que nuestra nave espacial rebote en el planeta 
de la misma forma que la pelota rebota en el camión. No obstante, podríamos 
conseguir un impulso en nuestro viaje a Urano empleando una táctica como la 
que se muestra en la figura 10.4. La nave espacial aumentará su velocidad 
“colisionando” con el planeta que se acerca, Júpiter. Si el lanzamiento de la 
nave se hace en el instante preciso, podemos impulsarla en su viaje hacia Urano 
utilizando Júpiter como una gran raqueta. 


La tortuga se eleva 


Este efecto es similar al que permite que los pájaros se eleven aprovechando 
una columna térmica. La estrategía consiste en encontrar algo que vaya en la 


misma dirección y cabalgar gratis sobre él. Podemos observar este efecto con el 
programa VOYAGER. 
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PARA VOYAGER :XO :YO :VO :ANGO :X1 :V1 
VENTANA CENTRO.TODO 

HAZ "MASA 8000 

BP SL 

PONPOS LISTA :XO :YO 

PIDE 1 [SL PONPOS LISTA :X1 O BL] 
ENCUENTRA .R 

HAZ "VX (:VO * SEN :ANGO) + ACCX / 2 
HAZ "VY (:VO * COS :ANGO) + ACCY / 2 
HAZ "DT .1 

PANTALLAGRAFICA BL OT 

PASO :VX :VY :X1 

FIN 


PARA PASO :VX :VY :X1 

BL 

PONPOS LISTA :X0O :YO 

PIDE 1 [PONPOS LISTA :X1 0] 

HAZ "XD :XO + :VX * :DT 

HAZ "YO :YO + :VY * :DT 

ENCUENTRA.R 

(ESCRIBE LVELOC =] RAIZCUADRADA C((CU :VX) + CU :VY)) 
PASO :VX + ACCX * :DT :VY + ACCY * :DT :X1 + :V41 *x :DT 
FIN 


PARA ENCUENTRA.R 
HAZ "R RAIZCUADRADA (CCU C(:X0D - :X1)) + cu :Y0) 
HAZ "R3 3R * ¿Rx :R 


FIN 

PARA ACCX 

DEV =:MASA * C(:X0 -— :X1) / :R3 
FIN 

PARA ACCY 

DEV -:MASA * :YO / :R3 

FIN 

PARA CU :X 

DEV 3X * :X 

FIN 


PARA ARRANCAR 
VOYAGER -120 -120 10 60 120 -8 
FIN 


El VOYAGER tiene seis entradas. Las cuatro primeras están relacionadas 
con la nave espacial y especifican su posición y velocidad. Las dos últimas 
especifican la coordenada x del planeta y su velocidad. Al planeta se le da una 
masa de 8000 (si quieres, puedes cambiar este valor). El resto del programa es 
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similar al de las órbitas planetarias, con la diferencia de que ahora tenemos dos 
cuerpos moviéndose e interactuando uno con otro. 

Ejecuta el procedimiento ARRANCAR y verás cómo la nave espacial 
puede obtener energía de un planeta que se acerca. Utiliza la pantalla partida 
para observar cómo crece la velocidad. En este ejemplo la nave espacial 
comienza con una velocidad igual a 8 y, después de bordear el planeta, sale de la 
pantalla con una velocidad aproximada de 18. Experimenta con otros patáme- 
tros iniciales para ver hasta dónde puedes incrementar la velocidad. (Recuerda 
que, si estás muy próximo al planeta, las aproximaciones numéricas no son 
válidas y los resultados obtenidos pueden deberse a un error numérico.) En el 
apartado Problemas probaremos que la nave perderá velocidad cuando rebote 
sobre un planeta que se aleja. 


La órbita lunar 


Imagínate que estás viendo el sistema solar a mucha distancia del mismo. 
Ves los planetas girando alrededor del Sol y las lunas de los planetas girando 
sobre sus planetas respectivos. Desde el punto de vista de alguien situado en la 
Tierra, la Luna gira en un círculo alrededor de la Tierra. Pero, ¿cómo ve esta 
órbita el observador situado en el espacio? Desde el espacio se ve la Luna 
girando alrededor de un planeta que gira él mismo alrededor del Sol. ¿Podría 
parecerse la órbita a lo que se representa en la figura 10.57 Sorprendentemente, 
la forma de la trayectoria es muy distinta. Se parece bastante más a la que 
aparece en la figura 10.6. 


Tierra 


Luna 


Figura 10.5.—Posible órbita de la Luna alrededor de la Tierra 


Luna 


Tierra 


Figura 10.6.—Orbita real de la Luna alrededor de la Tierra 
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Nos gustaría mostrar cómo se generan estas figuras como un ejemplo 
de aplicación del programa VOYAGER. En ese programa había un cuerpo de 
gran masa (el del planeta) que se movía con velocidad constante a lo largo 
de una línea recta, y un cuerpo más ligero (la mave espacial) cuyo movimiento 
se veía afectado por la interacción gravitacional con el planeta. 

Imaginemos ahora la Luna como si fuera una nave espacial describiendo una 
órbita alrededor de la Tierra. La Luna no afecta apenas al movimiento de la 
Tierra al ser ésta de masa mucho mayor, pero la Tierra afecta mucho al 
movimiento de la Luna. A causa de la atracción de la Tierra sobre la Luna, ésta 
gira alrededor de aquélla cada 27 días. 

Para ver la forma de la órbita de la Luna, haremos las siguientes 
modificaciones al programa VOYAGER. Modificamos la MASA en el 
procedimiento ORBITA de 8000 a 750, y añadimos el siguiente procedimiento: 


PARA ORBITA.LUNA :V.TIERRA 

HAZ ""V.LUNA 5 

HAZ "Y.LUNA 750 / (:V.LUNA * :V.LUNA) 

VOYAGER -120 :Y.LUNA (:V.LUNA + :V.TIERRA) 90 -120 :V.TIERRA 
FIN 


En ORBITA.LUNA hay una entrada, V.TIERRA, que es la velocidad de 
la Tierra. Se ha elegido que sea 5 la velocidad relativa de la Luna respecto a la 
de la Tierra. La distancia entre la Luna y la Tierra (Y.LUNA) se ha elegido de 
tal forma que daría lugar a órbitas circulares si la Tierra estuviese parada. 
(Recuerda que, como se vio en el capítulo 8, la órbita es circular cuando 
R=M/V?2.) Al llamar a ORBITA, la Luna se sitúa en COORX — — 150 y 
COORY — Y.LUNA, a una velocidad neta de V.LUNA + V.TIERRA. El 
rumbo de la Luna (argumento del vector velocidad) es 90. La Tierra se sitúa en 
COORX = —150, COORY —0, con velocidad V.TIERRA. La condición 
inicial aparece en la figura 10.7. La velocidad de la Luna respecto a la Tierra está 
fija (V.LUNA — 5), así como la distancia entre ambas. La única variable física 


V. Luna+V. Tierra 


V. Tierra 


Tierra 


Figura 10.7.—Velocidades de la Tierra y la Luna 


es la velocidad de la Tierra. Si se mueve lentamente, obtendremos una 
trayectoria en forma de lazo, mientras que, si se mueve rápidamente, la 
trayectoria tendrá forma de onda. Intenta ejecutar ORBITA.LUNA 3 y 
ORBITA.LUNA 7 para obtener los dos tipos de trayectorias indicados. En el 
primer caso, la Tierra se mueve lentamente y en el segundo, rápidamente. Para 
ver a cuál de estos dos casos se parece más la trayectoria de la Luna en torno a 
la Tierra basta con saber que la velocidad de la Tierra es 30 veces superior a la 
de la Luna. La trayectoria tendrá, por tanto, forma de onda con una longitud de 
onda muy larga. 

Al ejecutar estos programas notarás dos cosas: Primero, que la distancia entre 
la Luna y la Tierra permanece constante y, segundo, si mantienes un palillo de 
dientes paralelo a la línea que une la Tierra y la Luna, encontrarás que el palillo 
gira con velocidad angular constante, como era de esperar. 


PROBLEMAS 


1. Hemos visto cómo una nave espacial puede acelerarse “colisionando” con 
un planeta que se acerca. Demuestra lo contrario. Demuestra cómo una 
nave espacial perderá velocidad al colisionar con un planeta que se aleja. 


2. Ejecuta el programa ORBITA.LUNA con V.TIERRA=5. Recuerda 
que hemos asignado el valor 5 a la velocidad de la Luna respecto a la de la 
Tierra. La trayectoria de la Órbita tiene la forma de la de la figura 10.8. A 
esta figura se la llama “cicloide”. 


Figura 10.8.—Una cicloide 


Intenta comprender esto a partir del diagrama vectorial de la figu- 
ra 10.9. La velocidad neta de la Luna (V(m)) es el vector que resulta al sumar 
la velocidad de la Luna respecto a la Tierra (V(m/e)) y la velocidad de la 
Tierra (V(e)). El vector V(e) permanece fijo, mientras que el V(m/e) gira 
con velocidad angular constante. ¿Qué le sucede al vector V(m)? ¿Puedes 
también interpretar la trayectoria de lazo cuando V(m/e) es mayor que V(e) 
y la trayectoria en forma de onda cuando V(m/e) es menor que V(e)? 


PROYECTOS 


1. Construir un programa que simule una pelota rebotando contra un camión 
que se va moviendo. La fuerza debe ser cero hasta que la distancia al 
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Figura 10.9.—Diagrama vectorial de las velocidades 


camión sea menor que una especificada y suficientemente fuerte para evitar 
que la pelota choque con el camión. Puedes utilizar una fuerza de repulsión 
inversa al cuadrado o, para ser más realista, una fuerza de respulsión lineal. 
Demuestra que para cualquier fuerza (cualquier fuerza independiente de la 
velocidad) la velocidad relativa de acercamiento (la velocidad de la pelota 
antes de que empiece a experimentar la fuerza) es igual a la velocidad 
relativa de separación (la velocidad de la pelota después de haber salido del 
campo de fuerza). 


Como proyecto avanzado, escribe un programa que dibuje las trayectorias 
de dos cuerpos planetarios interactuando. Hemos considerado un caso 
especial de dos cuerpos actuando: el Voyager II y Júpiter. Pero el Voyager 
es tan pequeño comparado con Júpiter que podemos despreciar sin reparos 
el efecto del Voyager en la órbita de Júpiter. No obstante, supongamos que 
estamos interesados en las trayectorias de una estrella binaria (una estrella 
binaria está constituida por dos estrellas que se mueven una alrededor de la 
otra). Supongamos que una de las estrellas tuviera la mitad de masa que 
la otra. ¿Qué aspecto tendrían las órbitas? 

Si elegimos valores arbitrarios para las velocidades de entrada y los 
rumbos de los dos objetos, se saldrán de la pantalla con toda seguridad. 
Para evitar esta situación, elegiremos condiciones iniciales de tal forma que 
el momento total sea cero. (Así fijaremos la posición del centro de la masa 
del sistema. Los objetos podrán abandonar la pantalla, pero regresarán.) 
Elige un momento (o velocidad) y deja que el ordenador fije el otro, de tal 
forma que el momento total sea cero. 


Reactores, cohetes 
y la conservación 
del momento 


Introducción 


Si alguna vez has disparado un arma de fuego, habrás notado el “culatazo” 
(sacudida que se siente al disparar con una escopeta de gran calibre). Un cañón 
produce una sacudida aún mayor. Si te pudieras colgar un cañón sobre la 
espalda, podrías dañarte seriamente al dispararlo. Esta acción (lanzar una bala) y 
la reacción (el culatazo de la escopeta) son ejemplos de uno de los principios 
más importantes de la física: el principio de la conservación del momento. 
Veremos que el momento con el que sale la bala lo pierde la escopeta, de forma 
que el momento total se conserva. Es decir, permanece constante. 

Para dar más precisión a estas ideas, debemos definir lo que es el momento. 
El momento es un vector, y como tal tiene módulo y argumento. Un cuerpo de 
masa m y velocidad v tiene un momento p dado por 


p=mv 
Un camión y un coche viajando a la misma velocidad no tienen el mismo 
momento. El camión tiene mayor masa y, por tanto, mayor momento. Pero un 


coche que viaja a gran velocidad puede tener mayor momento que un camión 
que se mueva lentamente. 
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El principio de la conservación del momento nos dice que: 
En un sistema aislado, el momento total permanece constante. 


Un sistema aislado es aquel en el que, para todos los efectos, podemos 
ignorar las fuerzas exteriores. Si actúan sobre él fuerzas externas, entonces el 
principio de la conservación del momento hay que sustituirlo por la segunda ley 
de movimiento de Newton: 


La suma de todas las fuerzas externas es igual a la velocidad con que 
cambia el momento total del sistema. 


A veces podemos tener una conservación del momento limitada. Si no hay 
fuerzas que actúan en una dirección determinada, entonces se conserva la 
componente del momento total en esa dirección. Por ejemplo, si dos coches que 
van en dirección opuesta por una calle de una ciudad chocan, podemos suponer 
que, al no haber fuerzas significativas en esa dirección, la componente del 
momento en esa dirección debe conservarse en el choque. 


Cohetes y aviones a reacción 
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Como dijimos, el “culatazo” de una escopeta es un ejemplo de la con- 
servación del momento. Antes de disparar la bala, el momento de la bala y la 
escopeta es cero. Imagínate la escopeta suspendida de un par de cuerdas, como 
se ve en la figura 11.1. No hay fuerza horizontal actuando sobre la escopeta y, 
por tanto, se debe conservar la componente horizontal del momento. Si el 
momento horizontal es cero antes de disparar la bala, el momento horizontal 
total debe ser cero después de haber disparado. Podemos escribir la ecuación 


p (total,antes) =p (total, después) 
Oo dado que p (total,antes) es cero 


0 = p (total después) 


Figura 11.1.—Escopeta disparando una bala 


El momento total después de disparar la escopeta es el momento de la bala 
más el momento de la escopeta. Así pues, 


0=p (escopeta,después) + p (bala, después) 


Cada momento es el producto de su masa por su velocidad. Si la masa y la 
velocidad de la escopeta son M y V, y la masa y la velocidad de la bala son m y 
y, tendremos 


0=MV -- mv 


Si elegimos que el eje horizontal positivo sea el de la derecha, las componentes 
de esta ecuación vectorial en la dirección horizontal son 


0=MV — mv 


dado que la velocidad de la bala tiene una componente horizontal negativa. 
Podemos calcular la velocidad de retroceso de la escopeta: 


V = mv/M 


que es, como puede verse, una pequeña fracción de la velocidad de la bala (dado 
que m/M es un número pequeño). 

Esta “propulsión” de la escopeta al disparar la bala es muy parecida al 
mecanismo de propulsión de cohetes y reactores. Tanto los cohetes como los 
reactores arrojan algo por la parte trasera que, para conservar el momento, hace 
que aumente la velocidad del reactor o del cohete. No obstante, hay diferencias 
importantes entre el cohete, el avión a reacción y la escopeta. En primer lugar, 
el cohete y el avión a reacción se encuentran en un estado continuo de 
movimiento; la escopeta, no. Hay también una diferencia entre el reactor y el 
cohete. El cohete lleva su propio material impulsor; el reactor, no. Un reactor 
absorbe aire, lo mezcla con gasolina, enciende la mezcla y expulsa los productos 
de combustión por la parte trasera. La mayor parte de la masa expulsada es aire; 
una pequeña parte es gasolina. El cohete mezcla, enciende y expulsa estos 
productos por la parte trasera de forma muy similar al reactor. Pero la diferencia 
fundamental es el hecho de que el reactor adquiere la mayor parte de su material 
impulsor durante el vuelo, mientras que el cohete lo lleva dentro. El cohete es 
la máquina ideal para los viajes espaciales. No hay nada en el camino de la 
Tierra a la Luna. No hay aire en el espacio. El cohete debe, por tanto, llevar 
todo lo que necesite. 

Para ver cómo afecta al movimiento esta diferencia entre el cohete y el 
reactor, estudiaremos ambos en detalle. En la figura 11.2 un cohete de masa M 
se mueve con una velocidad V. Expulsa unos productos de combustión de masa 
m que se desplazan a una velocidad v con relación al cohete. La nueva 
velocidad del cohete es V”. La velocidad de los productos será la velocidad del 
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Después 


Figura 11.2.—Un cohete expulsa productos de combustión 


cohete (V”) menos la velocidad relativa de aquéllos (v). Dado que el momento 
se conserva, el momento inicial debe ser igual al momento final. Así pues, 


MV = (M — m) V"+m (V' —v) 
Resolviendo la ecuación para V”, obtenemos 
V'=V + mv/M (COHETE) 


Es decir, la velocidad aumenta proporcionalmente a la masa y velocidad de los 
productos de combustión y de forma inversamente proporcional a la masa del 
cohete. 

A continuación, comparemos este fenómeno con el reactor. En la figu- 
ra 11.3, un reactor de masa M se desplaza con una velocidad V. Coge una masa 
de aire m, inicialmente en reposo, y la expulsa por la parte trasera con una 
velocidad relativa v. Una vez más, se conserva el momento, y, por tanto, 


MV=MV' +m (V'— y) 


V=V-+m (v—V)yM (REACTOR) 


Vemos que el aumento de velocidad del reactor no es el mismo que el aumento 
de velocidad del cohete. De hecho, vemos que, a menos que la diferencia 
v— V” sea positiva, el reactor perderá velocidad (V” será menor que V). Así 
pues, el reactor debe expulsar aire por la parte trasera, a una velocidad mayor 


Vov 
En reposo —W 


O == 
== 


Figura 11-3.—Un reactor. 


que la suya propia; de otra forma, el reactor estaría cogiendo aire por la parte 
delantera y expulsándolo por la parte trasera, de manera que el aire se movería 
en la misma dirección que el avión. Esto es similar al arrastre que cualquier 
cuerpo experimenta al moverse a través del aire: el objeto hace que el aíre que le 
rodea adquiera un momento a expensas del suyo propio. El truco está en 
conseguir que el aire viaje en dirección opuesta a la dirección del reactor. Quizá 
podamos entender mejor esta afirmación considerando el caso límite en el que 
v E, En este caso el reactor coge aire en reposo, y lo deja en reposo 
(v— V' =0), y, por tanto, el avión ni se acelera ni se decelera (V” = V). 

Un ejemplo muy similar a éste es el del bote de remos. La función de los 
remos es coger agua que está en reposo a los lados del bote e imprimirle una 
velocidad hacia la parte trasera del bote. Al principio, el bote y el agua están en 
reposo. Después del primer impulso, el agua se mueve hacia atrás y, por tanto, 
si el momento ha de conservarse, el bote debe moverse hacia adelante. Hay, no 
obstante, una velocidad máxima para el bote, pudiéndose mover los remos a esa 
velocidad. Llegará un momento en que la velocidad del bote sea igual a la 
velocidad de los remos. Cuando esto ocurra, la velocidad de los remos relativa 
al agua es cero. Los remos no son ya capaces de aumentar la velocidad del agua 
respecto al bote. Cuando los remos se introducen en el agua, ésta y aquéllos se 
mueven a la misma velocidad relativa. También podríamos no introducir los 
remos en el agua, entonces el límite superior de velocidad del bote sería igual a 
la máxima velocidad de los remos. De la misma forma, el límite superior de 
velocidad del reactor es la velocidad de los productos de combustión. 


Tortugas-cohetes y tortugas-reactores 


Escribamos un programa para ilustrar las diferencias entre cohetes y 
reactores. El programa COHETE muestra el movimiento de un cohete. 


PARA COHETE VR :M :MM 
ENLAZA 

PONPOS LO 0] 

CENTRO GD 90 


PASO O 

FIN 

PARA PASO :V 

AVANZA :V 

PASO :V + :Mx ¿VR / :MM 
FIN 


PARA ARRANCAR 
COHETE 10 5 1000 
FIN 
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En este listado vemos que la tortuga se sitúa en el origen mirando hacia la 
derecha y, en el procedimiento PASO, empieza a moverse hacia adelante con 
velocidad siempre creciente. La velocidad aumenta en forma directamente 
proporcional a la masa expulsada (:M) y la velocidad relativa de los productos 
de combustión (VR), e inversamente proporcional a la masa del avión (¿MM.. 

El programa para el movimiento de un REACTOR es muy similar. 


PARA REACTOR :VR :M :MM 


ENLAZA 

CENTRO GD 90 

PASO O 

FIN 

PARA PASO :V 

AVANZA :V 

PASO :V + :M* (¿VR - :V) / :MM 
FIN 


PARA ARRANCAR 
REACTOR 10 5 1000 
FIN 


Si quieres ver específicamente cómo aumenta la velocidad, puedes insertar 
en el procedimiento PASO la línea (ESCRIBE “VELOCIDAD :V) y se 
imprimirá la velocidad. (Asegúrate de incluir los paréntesis.) 

Usando más de una tortuga podemos conseguir que el reactor y el cohete se 
desplacen uno al lado del otro. También es interesante dibujar la velocidad 
como una función del tiempo. En COHETE.Y.REACTOR hay cuatro 
tortugas. Las dos primeras tortugas representan al cohete y al reactor. Las dos 
segundas dibujan la velocidad del cohete y del reactor como funciones del 
tiempo. Observarás que la velocidad del cohete aumenta linealmente con el 
tiempo, mientras que la velocidad del reactor se aproxima a un valor constante. 
Este valor límite es la velocidad relativa del escape. 


PARA COHETE .Y.REACTOR :VR :M :MM 
ENLAZA SL OT 

CENTRO. TODO 

PIDE O LPONPOS [O 8] GD 90] 

PIDE 1 [PONPOS [O -8] GD 90] 


BL 

HAZ "TIEMPO O HAZ "DT 1 
HAZ "ESCALA 10 

PASO 0 0 

FIN 


PARA PASO :VO :V1 
PIDE O LCAVANZA :VO] 
PIDE 1 CAVANZA :V1] 


PIDE 2 LPONPOS LISTA C(:TIEMPO - 120) C(:VO * :ESCALA)1 

PIDE 3 LPONPOS LISTA C(:TIEMPO -— 120) (:V1 * :ESCALA)] 

HAZ "TIEMPO :TIEMPO + :DT 

(ESCRIBE '"COHETE :VO " "REACTOR :V1) 

PASO C:3VOD + :M * VR / :MM) (241 + :M* (VR -— 241) / :MM) 
FIN 


PARA ARRANCAR 
COHETE .Y.REACTOR 5 5 300 
FIN 


PROBLEMAS 


L, 


Varía algunos de los parámetros de COHETE para ver el efecto que ellos 
tienen sobre el movimiento. 


a) Compara COHETE 10 5 1000 con COHETE 10 5 500. ¿Puedes 
explicar por qué una disminución de la masa del cohete origina el 
efecto que produce? 

b) Compara COHETE 10 5 1000 con COHETE 10 10 1000. 

c) Compara COHETE 10 5 1000 con COHETE 20 5 1000. 


Resuelve el problema 1 para el REACTOR. 


Sí un cohete viaja por el espacio exterior, no encuentra resistencia del aire. 
Dentro de la atmósfera terrestre, no obstante, la resistencia del aire ejerce 
una fuerza sobre el cohete. Esta resistencia es casi proporcional a la 
velocidad. 


a) Incluye una fuerza de rozamiento de — 0.02 * V en la ecuación de 
movimiento del cohete y observa lo que sucede. 

b) Compara el movimiento del cohete con resistencia del aire, con el 
del reactor sin resistencia del aire. 

c) Imagínate que el reactor encuentra resistencia en el aire. ¿Cómo 
afecta a su velocidad máxima? 


Da al reactor una velocidad inicial superior a la velocidad relativa del 
escape. 


PROYECTOS 


1. 


Un camión de caja abierta, que pesa una tonelada, viaja a una velocidad de 
64 km/h, considerándose despreciable el rozamiento. Empieza a llover y el 
camión acumula lluvia a un ritmo de una tonelada por hora. 


a) Si la lluvia cae verticalmente, ¿puedes escribir un programa en 
Logo que determine el movimiento del camión? 
b) ¿Cuánto se tarda en reducir la velocidad a 32 km/h? 
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Un vagón de ferrocarril que pesa 1000 kg y contiene 100 kg de agua. El 
vagón está en reposo sobre unos raíles horizontales y sin rozamiento. El 
agua se escapa por la parte trasera a un ritmo de 1 kg por segundo. La 
velocidad del agua con relación al vagón es de 5 m/s y está fluyendo fuera 
del vagón paralelamente a los raíles. Determina la velocidad del vagón en 
el momento en que toda el agua se haya salido. Para hacer esto, escribe un 
programa Logo que describa el movimiento del vagón. El programa 
deberá terminar cuando el agua se haya salido totalmente, imprimiendo la 
velocidad del vagón en ese momento. (Respuesta: 3.46 m/s.) 


¿Puedes mejorar el programa COHETE pata incluir el efecto que produce 
la disminución de la masa del cohete a medida que expulsa parte de su 
gasolina? La masa ¿M disminuye a razón de ¿MM por segundo. 


El oscilador 
armónico, relojes, 
conejos y Zorros 


Introducción 


Cualquier tipo de reloj está basado en el movimiento repetitivo de algo: la 
rotación de la Tierra, la oscilación de un muelle, un diapasón o un cristal de 
cuarzo, el balanceo de un péndulo o, en el caso de los antiguos relojes de agua, 
el goteo del agua desde un cubo. Todos estos sistemas tienen algo en común: 
que son repetitivos. Están constantemente repitiéndose a sí mismos. A estos 
sistemas se les denomina periódicos. El período se denota por la letra T y se 
define como el tiempo entre las repeticiones. 

Uno de estos sistemas periódicos tiene especial interés: el oscilador 
armónico. Ilustraremos el oscilador armónico con unos pocos ejemplos. En la 
figura 12.1 se puede ver un bloque atado a un muelle, un péndulo simple y una 
bola rodando dentro de un cuenco. Todos estos sistemas son periódicos 
(despreciando el rozamiento) y, para pequeñas amplitudes, presentan la si- 
guiente característica común: 


ax — (constante positiva) x 


donde a es la aceleración y x el desplazamiento de la posición de equilibrio. Si 
llamamos a la constante positiva w2, tenemos 


a=— w? x 
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Figura 12.1.—Tres sistemas oscilantes 


cualquier sistema físico que satisface esta ecuación es un sistema armónico. El 
valor de w será distinto en cada sistema. 

Es fácil ver que cualquier sistema que satisface la ecuación anterior será 
periódico. Esta ecuación indica que la velocidad decrecerá cuando x sea positiva 
y crecerá cuando sea negativa. Si la velocidad continuamente decrece cuando x 
es positiva, en algún momento llegará a ser negativa. Si la velocidad es negativa 
(y continúa siendo más negativa), el objeto debe volver de muevo hacia el 
origen. Cuando x llega a ser negativa, la velocidad crece constantemente y debe 
llegar a ser positiva y pasar de nuevo por el origen. Este proceso se repite una y 
otra vez, dando lugar a que el objeto oscile en torno al origen. 

¿Qué tiene de especial el oscilador armónico? En la figura 12.2 vemos una 
relación general entre la aceleración y el desplazamiento que satisface las 
condiciones discutidas anteriormente; es decir, si la aceleración es positiva, 
entonces el desplazamiento es negativo, y viceversa. Para pequeños valores de 
x, la línea continua es prácticamente una línea recta, o lo que es lo mismo 


ao —xX 


Figura 12.2. —Relación entre aceleración y desplazamiento 


o bien 
a= —w? x 


Podemos ver, por tanto, que para pequeños desplazamientos (pequeños valores 
de x) siempre podemos aproximar un movimiento periódico (representado por 
una curva para la que a es negativa cuando x es positiva, y viceversa) a un 
movimiento armónico (representado por la relación lineal entre a y x). Esta es 
una de las razones que hacen especial el movimiento armónico. Otra razón es la 
gran variedad de sistemas que satisfacen esta ecuación: el flujo de la carga 
eléctrica en los circuitos de televisión, la vibración de los electrones sobre el 
fósforo de la superficie de la pantalla que forma la imagen en la televisión, las 
reacciones químicas que se producen en el interior del cuerpo de cualquier 
persona, etc. 


Una tortuga que oscila 


Escribamos un programa Logo que resuelva la ecuación del oscilador 
armónico. Podemos reescribir la ecuación fundamental del oscilador armónico 
de la siguiente forma: 


Cambio de la velocidad por segundo = — w2 x 


Si elegimos un segundo como intervalo de tiempo, el programa Logo OSC 
se aproxima al movimiento definido por esta ecuación 


PARA OSC :AMP 
HAZ "W .5 
SL PONPOS LISTA O :AMP 


PARA PASO :VEL 
AVANZA :VEL 
PASO ¡VEL -— :W * :W * COORY 


FIN 

PARA ARRANCAR 
osc 50 

FIN 


En OSC hemos elegido el movimiento a lo largo del eje de las y's en lugar 
del de las x”s. El valor de :AMP (amplitud) determina el desplazamiento 
máximo desde la posición de equilibrio. El valor de w se ha fijado a 0.5. Cuando 
ejecutes el programa verás que la aceleración es positiva cuando COORY es 
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negativa (la velocidad decrece continuamente para todos los valores positivos 
de COORY). A la inversa, la velocidad aumenta para todos los valores 
negativos de COORY. Estos requisitos son exigidos por la ecuación básica 
(a = — w? x). 

Al crecer el valor de w, la tortuga oscila más rápido. La frecuencia, por 
tanto, aumenta al crecer w. Intenta hacer w=0.1 y observa lo que sucede. 

Para conseguir una imagen más clara del movimiento armónico, le vamos a 
pedir a la tortuga que deje el rastro de su camino, representando y en función de 
t. Esto lo obtenemos con el programa TIEMPO.OSC: 


PARA TIEMPO.OSC :AMP 


HAZ "MW .1 

HAZ "DT 1 

SL PONPOS LISTA O :AMP 
OT BL 

PASO O 

FIN 


PARA PASO :VEL 

AVANZA : VEL 

GD 90 

AVANZA :DT 

GI 90 

PASO :VEL — :W * :W * COORY 
FIN 


PARA ARRANCAR 
TIEMPO.OSC 50 
FIN 


Al ejecutar ARRANCAR la tortuga dibuja la curva que aparece en la figu- 
ra 12.3. Dejaremos como ejercicio el verificar que el período T de la onda está 
relacionado con w mediante la ecuación T = 21./w. Puedes reconocer esta curva 
como la función coseno. 

Demostraremos que: 


y = (constante) * cos (constante * t) 


Figura 12.3.—El desplazamiento en función del tiempo 


Se puede demostrar que las constantes están relacionadas con la amplitud y el 
período de la siguiente forma: 


y =AMP « cos (180 w t/3.14) 
o de forma equivalente: 
y = AMP + cos (360 t/T) 


Para verificar esta ecuación añadimos al procedimiento PASO el siguiente 
comando: 


| SI COORX > 110 [SL PONPOS LISTA O :AMP BL VERIFICAR 0] 


Esta línea va a continuación de PASO :VEL. Definimos VERIFICAR de la 
forma siguiente: 


PARA VERIFICAR : TIEMPO 

PONPOS LISTA :TIEMPO :AMP * COS 180 * :W * :TIEMPO / 3.14 
VERIFICAR :TIEMPO + :DT 

FIN 


En VERIFICAR la tortuga debe trazar de nuevo la curva de antes. Esto 
ocurrirá sí y = AMP cos (180 w t/3.14). 


Conejos y zorros 


El movimiento periódico no se limita al péndulo y a los diapasones. En la 
naturaleza hay muchos sistemas que siguen este mismo fenómeno. Como 
ejemplo interesante vamos a ver un área reconocida en biología como “teoría de 
predadores y depredadores”, relacionada con el balance ecológico de un sistema 
natural. Como un caso especial de esta teoría imaginemos una isla en la que sólo 
hay dos tipos de animales: conejos y zorros. Los conejos comen hierba y los 
zorros comen conejos. Vamos a estudiar la dinámica de la población de este 
sistema, respondiendo a la siguiente cuestión. Si actualmente hay en la isla 80 
conejos y 40 zorros, ¿cuántos conejos y zorros habrá el año que viene, y el 
siguiente, y así sucesivamente? 

Para resolver este problema necesitamos, obviamente, más información. 
Representemos con C el número de conejos y con Z el de zorros. Supongamos 
que las velocidades de crecimiento de los conejos y los zorros satisfacen las 
siguientes ecuaciones (llamadas ecuaciones de Volterra): 


Velocidad de crecimiento de C=aC—cCZ 
Velocidad de crecimiento de Z=—b Z+dCZ 
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El primer término de la derecha de cada ecuación representa la velocidad 
natural de crecimiento de cada especie en ausencia de la otra. Sí no hubiera 
zorros, los conejos crecerían a razón de C (suponiendo que la hierba no se 
acabara nunca). El coeficiente a es la velocidad de crecimiento por conejo y año 
de la población de conejos. Este coeficiente hay que multiplicarlo por el número 
de conejos (C) para obtener la velocidad de crecimiento de toda la población. 
De forma similar, si no hubiera conejos con los que alimentarse, los zorros 
morirían a razón de —b Z. 

El segundo término de cada ecuación representa el número de combates 
entre conejos y zorros. Los combates (que no son agradables de ver) 
contribuirán a reducir la población de conejos y al alimento de la población de 
zorros. El número de combates entre conejos y zorros será proporcional al 
producto CZ. Por ejemplo, a doble número de conejos v doble número de 
zorros, habrá el doble de combates. 

Podemos resolver las ecuaciones de Volterra con el programa Logo PRED, 
para unos valores de a, b, c y d determinados. 


PARA PRED :CONEJOS :ZORROS 


VENTANA 
BP SL OT 
HAZ "A 4E-2 
HAZ "B 4E-2 
HAZ "C 4E-4 
HAZ "D 4E-4 


HAZ ''CON : CONEJOS 
HAZ '""ZOR :ZORROS 


DIBUJA.EJES 

PONPOS LISTA :CON -— 100 :ZOR - 100 
BL PANTALLAGRAFICA 

PASO :CON :ZOR 

FIN 


PARA DIBUJA.EJES 
SL PANTALLAGRAFICA 
PONPOS E-100 -100] 
PONRUMBO 90 

BL AVANZA 200 
DIBUJA. FLECHA 

SL AVANZA 15 
ESCRIBE.C 

PONPOS E-100 -100] 
PONRUMBO O BL AVANZA 200 
DIBUJA. FLECHA 

SL AVANZA 10 
ESCRIBE.Z 

FIN 


PARA DIBUJA. FLECHA 
GD 30 RE 10 AV 10 GI 60 RE 10 


AV 10 GD 30 
SL 
FIN 


PARA ESCRIBE.C 

PONRUMBO 270 

BL AV 4 GD 60 AV 2 GD 30 AV 3 GD 30 AV 2 GD 60 AV 4 SL 
FIN 


PARA ESCRIBE.Z 

PONRUMBO O 

BL AV 1 GD 90 AV 4 6D 135 AV 6 GI 135 AV 4 SL 
FIN 


PARA PASO :CON :ZOR 

PONPOS LISTA :CON - 100 :ZOR - 100 

HAZ "CM (:A * :CON) — (:C * :CON * :ZOR) 
HAZ "ZM (-:B * :ZOR) + (2D * :CON * :ZOR) 
PASO :CON + :CM :ZOR + :ZM 

FIN 


PARA ARRANCAR 
PRED 40 80 
FIN 


Como siempre, la tortuga se va acercando a la resolución de las ecuaciones, 
avanzando a través del procedimiento PASO. En PRED se dibuja el eje de 
coordenadas y se establecen las condiciones iniciales, teniéndose en cuenta 
algunos detalles. Si se ejecuta el procedimiento ARRANCAR, se comienza el 
estudio con 40 conejos y 80 zorros, obteniéndose la ilustración que aparece en la 
figura 12.4. (Debido a que la resolución de las ecuaciones mediante el programa 
Logo sólo es una aproximación, la curva no se cerrará sobre sí misma. La 


N 


> C 


Figura 12.4.—Población de conejos y de zorros 
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solución exacta debe dar una curva cerrada. Para obtener una solución más 
aproximada, basta con reducir el intervalo de tiempo entre pasos.) Dejaremos la 
interpretación de esta figura al apartado Problemas. 

Las ecuaciones de Voterra son una aproximación burda de los sucesos que 
ocurren en la naturaleza. Demuestran que las poblaciones de conejos y zorros 
interactúan de la siguiente forma: cuando hay muchos conejos y muchos 


«zorros, la población de zorros crece a expensas de la reducción del número de 


conejos. Ambas poblaciones fluctúan alrededor de una media con el mismo 
período. Para pequeñas fluctuaciones en torno a la posición de equilibrio, las 
oscilaciones son armónicas. Existen muchos ejemplos de sistemas competitivos 
similares al representado: densidades de población de agencias de la administra- 
ción, partidos políticos, ideologías políticas, países, reactivos químicos, organis- 
mos biológicos, sueldos y precios, y muchos otros sistemas que interaccionan 
de forma competitiva. 


PROBLEMAS 


1. ¿Cuál es la relación entre el período (TI) de un oscilador y w? Para 
responder a esta pregunta es necesario introducir el tiempo en el programa, 
y escribirlo en la pantalla. Haz un programa que dibuje el gráfico de la 
figura 12.5 y escriba la información que aparece en ella. Las ecuaciones 
representan los actuales valores del desplazamiento Y, la velocidad V y el 
tiempo. Los números no serán los mismos, pero el formato será similar. 
Para producir el mismo formato podemos considerar la sentencia: 


| (ESCRIBE [Y=] DOS.DEC COORY [V=] DOS.DEC :VEL [TIEMPO=] 
: TIEMPO) 


Esta sentencia escribirá una única línea y redondeará COORY y :VEL a 
dos cifras decimales. Definimos DOS.DEC mediante el procedimiento: 


DEV (REDONDEA 100 * :X) / 100 


| PARA DOS.DEC :X 
FIN 


que redondea el número a dos dígitos detrás del punto. 


IVAVÁ 


Figura 12.5. —Y=-—30.49 W=5.18 TIEMPO=537 


Utilizando esta información, podremos encontrar el período. Variando 
w, elige una entre las siguientes alternativas: 


a) T=constante * w 
b) T=constante *y/w 
c) T=constante/w 
d) T=constante/,/w 


¿Eres capaz de demostrar que la constante es aproximadamente 21? 


2. ¿Cuál es la relación entre el período de una oscilación y su amplitud? 
Intenta con diferentes amplitudes para el mismo valor de w y observarás 
que el período permanece constante. A esto se debe que el oscilador 
armónico se utilice como un buen reloj. Siempre tiene el mismo período 
sea cual sea la amplitud. Aunque la amplitud se haga cada vez más 
pequeña, el período permanece constante. Por desgracia, la mayoría de los 
sistemas físicos no son exactamente armónicos. El péndulo simple satisface 
la ecuación del oscilador armónico 


a= —w? x 


para pequeños valores de x. (Donde x representa el desplazamiento angular 
y a la aceleración angnlar del péndulo.) Para mayores valores de x 
encontramos: 


2a= —w? sen x 


Utilizando esta información escribe un programa Logo para el péndulo y 
observa cómo cambia el período con la amplitud. Demuestra que el 
período disminuye a medida que disminuye la amplitud. (Esto significa que 
el reloj irá más deprisa según vaya disminuyendo la amplitud.) ¿Puedes 
indicar el porqué de esto observando las ecuaciones de arriba? 


3.  Experimentando con diferentes valores de C y Z, intenta determinar el 
“estado de equilibrio” del sistema; es decir, aquellos valores iniciales de € 
y Z para los que no se produce ningún cambio a lo largo del tiempo. 
¿Puedes indicar por qué estos valores producen una situación de equilibrio, 
observando las ecuaciones de las poblaciones de conejos y zorros? 


PROYECTOS 


1. El sistema de la figura 12.6 es un oscilador armónico bidimensional. Si 
todos los muelles son iguales, las ecuaciones fundamentales son: 


Ax = — W?x 
== 2 
dy = — W2y 
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Figura 12.6.—Un oscilador armónico bidimensional 


Escribe un programa que dibuje la trayectoria de un oscilador bidimensio- 
nal. Demuestra que dicha trayectoria es una elipse, o un círculo, o una línea 
recta, en función de las condiciones iniciales. Otros ejemplos de osciladores 
bidimensionales son el péndulo de resorte al final de una cuerda y una bola 
rodando libre en un cuenco. Obsérvalos en la realidad para ver si sus 
trayectorias son verdaderamente elipses, círculos y líneas rectas. 


Si los muelles del proyecto 2 no son los mismos, las ecuaciones funda- 
mentales quedan: 


Repite el problema 3 para este caso más general. Las figuras que obtendrás 
serán curvas complejas llamadas figuras de Lissajou. 


Otra forma de representar el cambio que experimentan las poblaciones de 
conejos y zorros es dibujar la gráfica de C y Z en función del tiempo. 
Escribe un programa que utilice dos tortugas para dibujar esta gráfica. 


13 
El Big Bang 


Introducción 


¿Cómo comenzó todo? ¿Cómo se formó la “Tierra? ¿Cómo comenzó a existir 
nuestro sistema solar? El Sol, el núcleo de nuestro sistema solar, no es sino una 
más de los muchos millones de estrellas de nuestra galaxia. Nuestra galaxia sólo 
es una entre muchos millones de galaxias. ¿Cómo comenzó todo este coloso? 

Hay pocas preguntas a las que podamos dar una respuesta definitiva. ¿Hay 
una respuesta definitiva a esta pregunta fundamental? ¿Podemos volver la vista 
atrás hasta el comienzo del comienzo? Seguramente podemos mirar al pasado, 
mirar al Sol y ver cómo fue hace ocho minutos (el tiempo que tarda la luz del 
Sol en llegar a la Tierra). Al mirar a la Alfa Centauro, la estrella más cer- 
cana, sabemos cuál era su posición hace cuatro años. La luz de la galaxia más 
cercana tarda doscientos mil años en llegar a nosotros. La luz de la galaxia más 
lejana viaja durante mil millones de años antes de que la veamos. Esto nos 
proporciona una verdadera vista del pasado de esa galaxia. Pero no era eso lo 
que decíamos antes. Lo que mos gustaría ver es cómo comenzó todo. ¿Hay 
alguna luz suficientemente lejana que nos permita ver cómo comenzó el 
universo? 

La teoría más ampliamente aceptada es que, evidentemente, hubo un 
comienzo del universo. Según esta teoría, el universo comenzó hace veinte mil 
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millones de años en una gran explosión. La densidad y la temperatura fueron 
enormes. La densidad era mil millones de veces la densidad del agua y la 
temperatura, treinta mil millones de grados Celsius. El sistema entero estalló de 
una manera espectacular. A esta explosión se la llama el Big Bang (no 
preguntes qué hubo antes del Big Bang, porque no es posible ver más allá de 
él). Hubo una gran bola de fuego que produjo un enorme destello luminoso. 
Ahora podríamos esperar que se hubiera absorbido esta luz, después de viajar 
todo este tiempo a través del universo, a 300.000 km/s, y no hubiera quedado 
nada de ella para atestiguar sus orígenes. No obstante, era tan grande la luz y 
hay tan poca materia en el universo para absorberla, que la mayor parte de ella 
ha sobrevivido. Ahora bien, podría haber sobrevivido, pero, como la luz viaja 
mucho más rápido que la materia, parece lógico pensar que se hubiera esparcido 
de tal forma que tenemos pocas posibilidades de verla. Pero la luz está 
íntimamente relacionada con la materia del universo, por lo que no se puede 
escapar. La razón de que la luz esté atrapada es el hecho de estar sujeta a las 
mismas leyes de gravedad de la materia. La atracción es tan fuerte, que la luz 
está íntimamente ligada al universo, de la misma forma que la Luna está ligada 
a la Tierra y la Tierra al Sol, 

A medida que esta gran cantidad de luz que se generó en el Big Bang fue 
expandiéndose con el resto de la materia del universo, se enfrió. Tardó veinte 
mil millones de años en enfriarse. Se ha enfriado hasta tal punto, que sólo queda 
una sombra de su forma original. Su temperatura actual es aproximadamente 
30 sobre el cero absoluto, o — 270 grados centígrados. Esta radiación de fondo 
de 30 Kelvin fue descubierta por Penzias y Wilson, y por ello obtuvieron el 
premio Nobel de Física. 

La luz que observaron tenía todas las propiedades de la radiación térmica 
a esta temperatura, con la distribución espectral adecuada. A una temperatura 
tan baja que la frecuencia dominante es muy baja. La frecuencia más intensa es 
solamente de 3x 101! Hz. Es decir, diez mil veces más pequeña que la 
frecuencia más intensa proporcionada por muestro Sol, que casualmente 
coincide con el centro del espectro visible. (Puede ser casualidad, o puede ser 
que el ojo haya evolucionado en tal sentido que es mucho más sensible a las 
frecuencias más abundantes proporcionadas por el Sol.) Además de esto, 
Penzias y Wilson descubrieron que la radiación de fondo de 30 Kelvin era 
isotrópica; había la misma cantidad de luz en todas las direcciones. Estas dos 
observaciones, la distribución de frecuencias y la isotropía, fueron la prueba 
evidente de que se trataba de radiación térmica. 

La próxima vez que tengas la oportunidad de mirar hacia el espacio 
en una noche oscura y dejes volar la imaginación, piensa en la radiación 
de fondo de 30 Kelvin que existe ahí. Esa luz, si nuestros ojos tuvie- 
ran sensibilidad suficiente para verla, mos permitiría ver el macimiento de 
nuestro universo, hecho que ocurrió hace veinte mil millones de años. Es una 
larga mirada hacia el pasado, tan lejano como cualquier hombre será capaz 
de ver. 


Ley de Hubble de la expansión 
del universo 


La radiación de fondo de 30 Kelvin no es la única evidencia de que nuestro 
universo comenzó con una gran bola de fuego. Edwin Hubble nos ha pro- 
porcionado una evidencia más palpable de la teoría del Big Bang. 

Hubble estudió todas las galaxias conocidas. Midió sus distancias a la Tierra 
y su velocidad. Y encontró dos cosas curiosas: la primera consistía en que todas 
las galaxias se mueven separándose de la nuestra, y la segunda que cuanto más 
lejana está una galaxia de la nuestra, tanto más rápido se separa de ella (véase 
figura 13.1). Si todas las galaxias se están separando de la nuestra, ¿quiere esto 
decir que estamos situados en algún punto especial del universo? ¿Estamos 
situados en el centro de todo el movimiento galáctico? 

Hubo otro momento en la historia en el que el hombre se creía el centro del 
universo. En la ya abandonada teoría del universo de Ptolomeo, el Sol y todos 


Figura 13.1.—El Big Bang 
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los planetas giraban alrededor de la Tierra. Esa teoría no mos parece ya correcta 
y, habiendo sido debatida ya una vez, debemos ser muy cautos las siguientes. El 
hecho de que todas las galaxias se muevan separándose de la nuestra, no implica 
necesariamente que nuestra galaxia sea la central. Hubble apuntó que, si toda la 
materia del universo proviene de una potente explosión, todas las galaxias 
deben moverse separándose de todas las demás. Para entender cómo esto no es 
solamente posible, sino inevitable, vamos a considerar una situación parecida 
mediante la cual es más fácil entender la ley de Hubble. 


Tortugas galácticas 
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Podemos ilustrar la ley de Hubble comparándola con una carrera de caballos 
(o quizá una carrera de tortugas). En una carrera de caballos, todos los caba- 
llos parten del mismo punto, en el mismo momento (un pequeño disparo). Los 
caballos salen de la puerta de salida con velocidades diferentes. Consideraremos 
que en esta carrera (a diferencia de las carreras reales) cada caballo continúa 
moviéndose con una velocidad constante durante toda la carrera. Evidentemen- 
te ganará el caballo más rápido. Es muy interesante para nosotros ver la carrera 
como la vería cualquiera de los jinetes. Mantenemos, y haremos que las tortugas 
nos lo demuestren, que, en cualquier momento durante la carrera, cada jinete ve 
a los otros caballos separándose de él. Un jinete que se encuentre en medio del 
grupo ve a los de delante continuamente alejándose y a los de detrás, cada vez 
más hacia atrás. Más aún, cuanto más lejos esté un caballo de él, tanto más 
rápido se estará separando. 

Para ver esto en acción, ejecutemos el programa BIG.BANG: 


PARA BIG.BANG 

VENTANA 

HAZ "VO COGE.AZAR 

HAZ "V1 COGE.AZAR 

HAZ "V2 COGE.AZAR 

HAZ "V3 COGE.AZAR 

HAZ "V.LISTA (FR :VO :V1 :V2 :V3) 
HAZ "v O 

BORRAPANTALLA SL 

PON .EN.ARRANQUE O 


PARA PASO 

PIDE O [AV C(:VO - :V)] 
PIDE 1 [AV C:V1 :V)] 
PIDE 2 [AV (:V2 - :V)1 
PIDE 3 LAV (:V3 :19] 


SI TECLA? [HAZ ''V ELEMENTO (1 + PRIMERO LC) :V.LISTAJ 
PASO 
FIN 


PARA COGE.AZAR 
DEV (1 + AZAR 100) / 40 
FIN 


PARA PON.EN.ARRANQUE :N 
SI :N > 3 [ALTO] 

HAZ :N [E-120 O] 90] 
PON.EN.ARRANQUE :N + 1 
FIN 


PARA PIDE :N :CMD 

SL PONPOS PRIMERO VALOR :N 
PONRUMBO ULTIMO VALOR :N 
DIBUJA. TORTUGA [GOMA] 

BL 

EJECUTA :CMD 
DIBUJA.TORTUGA LBL] 

HAZ :N LISTA POS RUMBO 

FIN 


PARA DIBUJA.TORTUGA : CMD 
EJECUTA : CMD 

GI 45 

REPITE 4 [AV 5 GD 90] 

GD 45 

FIN 


PARA ARRANCAR 
BIG.BANG 
FIN 


(Si estás usando el Logo de Apple, carga el procedimiento ASK para que 
dibuje las tortugas.) 

En BIG.BANG a cada caballo se le da aleatoriamente una velocidad entre 
1.00 y 3.25. (Para el Logo de Apple se recomienda incrementar estas velo- 
cidades. Puedes intentar con OP (1-+ AZAR 100)/10 en COGE.AZAR.) 
V.LISTA es una lista que contiene las velocidades de los cuatro caballos. 
Utilizaremos esta lista, así como la variable :V posteriormente. Á todos los 
caballos se les coloca en la posición de salida (PONPOS [120 0)) 
y apuntando a la pista (PONR 90). 

En PASO cada caballo comienza a andar por su camino, cada uno con su 
velocidad. Puesto que ¿V=0, de momento podemos ignorarla. Nuestro 
objetivo es ver la carrera desde el punto de vista de un determinado jinete. (Por 
analogía, deseamos ver a las otras galaxias que arrancan con nosotros en el Big 
Bang, y observar su movimiento respecto a nosotros. La carrera de caballos es 
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una analogía unidimensional a la situación real, tridimensional.) Si apretamos la 
tecla ++ 2, por ejemplo, estamos seleccionando la tortuga + 2, que es el tercer 
caballo. Al hacer esta selección, :V se iguala a :V2 (el tercer miembro de la lista 
¿V.LISTA). A partir de este momento todos los caballos se mueven con 
respecto al caballo *% 2. Date cuenta de que al ser :V2—:V igual a cero, el 
caballo de referencia se queda quieto. El caballo sobre el que estás montando 
siempre está en reposo respecto a tí. Tienes que observar dos cosas. Primero, 
que todos los caballos se separan del caballo elegido. Segundo, que la velocidad 
a la que retroceden es proporcional a la distancia. Cuanto más lejano de ti está 
un caballo, mayor es su velocidad respecto a la tuya. 


PROYECTOS 


1. Si la versión de Logo que estás utilizando tiene la posibilidad de editar las 
formas de la tortuga, puedes “numerar” las tortugas. 


2. Hubble estableció su ley con la siguiente relación: 


velocidad relativa 


=K 
distancia relativa 


donde K es la misma constante para todas las galaxias. Intenta verificar esta 
ley, a partir de la carrera de caballos. Calcula el valor de K para cada 
caballo, respecto al elegido, y comprueba que es constante. Para obtener la 
distancia entre los caballos, puedes poner HAZ “XQ COORX detrás de 
PIDE 0, para ira AVANZA. HAZ “X1 COORX detrás de PIDE 1 para 
ira AVANZA, y así sucesivamente. El resto lo dejamos a tu gusto. 


3. ¿Cómo sería un modelo bidimensional del Big Bang? 


4. Escribe un programa que coloque a las tortugas a distancias aleatorias del 
origen, y les dé velocidades proporcionales a dichas distancias. Invierte las 
velocidades, y confirma la ley de Hubble. 


5. Añade al BIG.BANG la posibilidad de que al apretar la letra “ID” se 
inviertan las velocidades de todas las tortugas. Tienes que mantener la 
posibilidad de apretar las teclas 0, 1, 2 Ó 3. Si inviertes las velocidades 
después de elegir al caballo número 2 (es decir, eligiendo al jinete que 
monta al caballo 2 para ver la carrera desde su punto de vista), ¿cómo te 
parece entonces la carrera? 


La desintegración 
radiactiva 


Introducción 


El núcleo de la mayoría de los átomos es estable. Sin embargo, algunos de 
ellos son inestables, y se desintegran emitiendo una partícula (generalmente una 
partícula alfa o un electrón). A esos núcleos se les denomina radiactivos, y a la 
emisión de partículas se le llama desintegración radiactiva. Por ejemplo, el uranio 
U258 pasa a torio Th234 emitiendo una partícula alfa (el núcleo del helio). El 
carbono 14 radía un electrón y se convierte en nitrógeno 14. 

Este proceso de la radiactividad es espontáneo y aleatorio. La desintegración 
de un átomo radiactivo es independiente de su entorno y de su historia. Es 
como si el núcleo fuera una ruleta, o un dado, que sólo radia cuando acierta con 
el número de la suerte. Aunque el momento en que se radia es puro azar, está 
gobernado por las leyes de la probabilidad. Aun cuando no podemos indicar 
cuándo aparecerá el número elegido al arrojar un dado, sabemos que a largo 
plazo aparecerá con una frecuencia de uno en seis. Si tiramos el dado muchas 
veces, veremos cómo cualquier número aparece un sexto de las veces. 

De forma similar, si tenemos un millón de átomos radiactivos, y la 
probabilidad de que un átomo radie durante un segundo es 0.1, podemos 
esperar con cierta seguridad que 100,000 átomos radien en el primer segundo, 
quedando por tanto 900,000 con probabilidad de radiar. De ellos radiarán 
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90,000 en el siguiente segundo, y así sucesivamente. La regla que determina la 
desintegración del sistema es: 


Velocidad de crecimiento de N= —P N 


donde N es el número actual de átomos radiactivos y P es la probabilidad de 
desintegración por átomo, por unidad de tiempo. Observa que si P=0.1 y 
N = 1,000,000, la velocidad de crecimiento de N es — 100,000, como vimos 
atriba. 


Tortuga radiactiva 
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El programa DESIN.RAD ilustra el proceso radiactivo. 


PARA DESIN.RAD 

VENTANA BORRAPANTALLA OT 

ESCRIBE [LA PROBABILIDAD DE DESINTEGRACION ES DE 1 EN (?)] 

HAZ "SUERTE PRIMERO RL 

HAZ "NUMERO 30 HAZ "TIEMPO O HAZ "N.DESIN O 

HAZ "N.ESCALA 4 HAZ ''T.ESCALA 6 

HAZ "X.CAJA -130 HAZ "Y.CAJA -50 

HAZ "TAMAÑO 4 HAZ "SEPARACION 9 

CAJAS :X.CAJA :Y.CAJA TAMAÑO :SEPARACION :NUMERO 

CAJAS :X.CAJA :Y.CAJA + TAMAÑO + 1.75 * :TAMAÑO :SEPARACION 
NUMERO 

HAZ.ESTADO :NUMERO 

DIBUJA.EJES 

PIDE 1 [OT SL PONPOS LISTA :X.CAJA :NUMERO * :N.ESCALA BL] 

PIDE 2 [OT SL PONPOS LISTA :X.CAJA :NUMERO * :N.ESCALA BL] 

PASO :NUMERO 

FIN 


PARA PASO :N 

CICLO O 

HAZ "TIEMPO :TIEMPO + 1 

PIDE 1 [PONPOS LISTA (:X.CAJA + T.ESCALA * :TIEMPO) 
(¿N.ESCALA * (NUMERO — :N.DESIN)] 

PIDE 2 [PONPOS-LISTA :9 X.CAJA + :T.ESCALA * :TIEMPO) (COORY 
- (COORY / :SUERTE>))] 

(ESCRIBE [TIEMPO =] :TIEMPO E[NUM.DESIN =] :N. DESIN) 

PASO :N 

FIN 


PARA HAZ.ESTADO :N 

HAZ "ESTADO [] 

REPITE :N [HAZ "ESTADO PP "R :ESTADO] 
FIN 


PARA DIBUJA.EJES 

SL PONPOS LISTA :X.CAJA :N.ESCALA * :NUMERO 
BL PONPOS LISTA :X.CAJA O 

GD 90 AV 300 

FIN 


PARA CICLO :N 

SI :N = NUMERO [ALTO] 

SI Y ((PRIMERO :ESTADO) = "R) (CAZAR :SUERTE) = 0) [HAZ 
"ESTADO (PU "S MP :ESTADO) (EMITE :N)] [HAZ "ESTADO 
(PUCPRIMERO :ESTADO) (MP :ESTADO))] 

CICLO :N + 1 

FIN 


PARA EMITE :N 

CAJA (:X.CAJA + :N * :SEPARACION) (:Y.CAJA + :TAMAÑO + 1) 
(.75 * TAMAÑO) [GOMA] 

BL PONRUMBO (-30 + AZAR 61) AV 40 SL 

HAZ "N.DESIN :N.DESIN + 1 

FIN 


PARA CAJAS :X :Y TAMAÑO :SEP :N 

SI :N = O [ALTO] 

CAJA :X :Y TAMAÑO [BAJALAPIZ] 

CAJAS :X + SEP :Y :TAMAÑO :SEP :N - 1 
FIN 


PARA CAJA :X :Y :TAMAÑO :CMD 

PONRUMBO O 

SL PONPOS LISTA (:X - :TAMAÑO / 2) (:Y - TAMAÑO / 2) 
EJECUTA :CMD 

REPITE 4 [AV :TAMAÑO GD 90] 

FIN 


Al ejecutar este programa aparecerá algo parecido a lo ilustrado en la figu- 
ra 14.1. En el sistema hay 30 átomos representados por las 30 cajas de la parte 
inferior de la figura. Encima de algunas de ellas hay cajitas más pequeñas que 
representan las partículas que serán emitidas por los átomos radiactivos. Sobre 
los otros átomos las cajitas han sido sustituidas por líneas que proceden de 
arriba con un ángulo aleatorio, que representa la traza de la partícula emitida. 
Las dos curvas de la parte superior representan el número actual de átomos 
radiactivos en función del tiempo y la curva teórica que se desprende de la 
ecuación de la radiactividad. También se han escrito el tiempo y el número de 
átomos desintegrados. 

Veamos brevemente cómo funcionan los diferentes procedimientos del 
programa. En DESIN.RAD se elige la probabilidad de la radiación, como la 
inversa de SUERTE. Es decir, una oportunidad en SUERTE. Por ejemplo, si 
la posibilidad de que un átomo se desintegre es 1 entre 9, la probabilidad de 
desintegración (P) es 1/9. (Se ha elegido esta definición porque simplifica el 
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AULA AOL IA 


TIEMPO = 
TIEMPO = 10 NUM.DESIN = 25 


9 NUM.DESIN = 23 


TIEMPO = 11 NUM.DESIN = 26 


Figura 14.1.—Desintegración radiactiva de 30 átomos 


proceso de elección del número aleatorio en CICLO.) En DESIN.RAD se 
aplica un factor de escala al número de partículas (N.ESCALA) y al tiempo 
(T.ESCALA) para mejorar la legibilidad de las curvas resultantes. X.CAJA 
e Y CAJA definen las coordenadas de la primera caja, así como el origen del eje 
de coordenadas. TAMANO y SEP representan el tamaño y la separación de las 
cajas. 

CAJAS dibuja las cajas con el centro en las coordenadas :X :Y, de tamaño 
¿TAMAÑO), separación (:SEP) y número (NUMERO). La segunda 
llamada a CAJAS dibuja las tres caras de las cajitas situadas sobre las anteriores. 

En HAZ.ESTADO se crea una lista que se utilizará para determinar el 
estado de todos los átomos. 


| ESTADO = ERRRRR . . . R] 


Hay 30 “R” que representan a los 30 núcleos radiactivos. Si el tercer núcleo 
emite una partícula y pasa a estable, la tercera “R” se cambia a “S”, quedando el 


ESTADO 


| ESTADO = [RRSRRR . . . R] 


De esta forma se guarda la información sobre cómo progresa el proceso de la 
desintegración radiactiva. 

DIBUJA.EJES hace exactamente eso: dibujar los ejes. El procedimiento 
PASO controla la evolución de los átomos radiactivos. Primero llama a CICLO 
0, donde el ordenador recorre la lista definida por el actual ¡ESTADO y elige 
de forma aleatoria qué átomos se desintegrarán y cuáles no. Por ejemplo, si 
SUERTE es 9, entonces AZAR 9 proporcionará un valor entre O y 8. Una de 
cada nueve veces proporciona el valor O, y entonces el átomo radiactivo 
EMITE una partícula. Tras la emisión se borra (GOMA) la cajita y se dibuja 
una línea de 40 unidades de longitud y con ángulo aleatorio entre — 300 


y +300, 


Ejecuta el programa y elige valores diferentes para la probabilidad de 
radiación. Observa el cambio de la velocidad de desintegración. Después, 
reduce el número de núcleos cambiando NUMERO y observa cómo ctece 
la diferencia entre la velocidad de desintegración actual y la que predice la 
ecuación. Esto es debido a que las predicciones estadísticas funcionan mejor con 
muestras más numerosas. Por esta razón, las compañías de seguros de vida 
ganan mucho dinero al año. 


Vida media 


La velocidad a la que se desintegra un átomo se suele expresar en términos 
de “vida media”. La vida media (o período de semidesintegración) es el tiempo 
que tarda una colección de átomos radiactivos en reducirse a la mitad. Se elige 
vida media en vez de “vida completa”, porque, según se va reduciendo la 
cantidad de material radiactivo, la probabilidad se aleja más de la realidad, al ser 
menor el conjunto sobre el que actúa. 

El programa VIDA.MEDIA nos permitirá hallar la relación entre la vida 
media T y la probabilidad de desintegración P. 


PARA VIDA.MEDIA 
HAZ "P TOMA.P 
DIBUJA.EJES 
PONPOS [O 1001 BL 
PASO O 100 

FIN 


PARA TOMA.P 

ESCRIBE LPROBABILIDAD DE DESINTEGRACION = ?] 
DEV PRIMERO RL 

FIN 


PARA DIBUJA.EJES 

SL PONPOS LO 100] 

PONRUMBO 180 BL AV 100 GI 90 AV 320 SL 
FIN 


PARA PASO TIEMPO :N 

PONPOS LISTA COORX + 1 :N 

SI :N < 50 ECESCRIBE [VIDA MEDIA =] :TIEMPO) ALTO] 
PASO :TIEMPO + 1 :N -— :P Xx :N 

FIN 


En este ejemplo comenzamos con 100 átomos y anotamos el tiempo que 
tardan 50 en desintegrarse. En la figura 14.2 vemos los resultados de 


VIDA.MEDIA con una probabilidad de desintegración de 0.01. 
em 18 


——————— 
da 


A 


Figura 14.2.—Vida media =69. 


Intenta con diferentes valores de la probabilidad de radiación (cualquier 
número entre O y 1) y observa cómo cambia la vida media. En el apartado 
Problemas consideraremos la relación general entre T y P. 


Medición de la edad mediante el carbono 
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Si tuvieras un trozo de pergamino que se supone que forma parte de los 
pergaminos del Mar Muerto, ¿cómo podrías verificar la autenticidad del mismo? 
Una forma posible de hacerlo es verificar su edad utilizando una técnica llamada 
“*medida de la edad mediante el carbono”. 

Las plantas absorben dióxido de carbono del aire. En el aire se genera 
carbono radiactivo mediante radiación cósmica de neutrones que bombardean el 
nitrógeno. Este proceso sucede a una velocidad constante, de tal forma que la 
proporción de carbono radiactivo en la atmósfera se supone que se ha 
mantenido relativamente constante durante los últimos 10000 años. La 
proporción de carbono radiactivo por carbono estable no es grande, es 
aproximadamente una parte por cada 108, Por tanto, si una muestra contiene 
10 x 1010 átomos de carbono, sólo 100 de ellos serán radiactivos C14, el resto 
será C16, Al morir una planta o un animal, el carbono radiactivo comienza a 
desintegrarse a la velocidad que determina la ecuación: 


Velocidad de crecimiento de N= —P N 


Para el C!* el valor de P es 1.2 x 10 * partículas por año. La vida media es 
5730 años. 

Escribamos un programa que calcule la edad de un ejemplar de una 
determinada especie a partir de ciertos datos experimentales. Para simplificar los 
gráficos de la tortuga, utilizaremos los números que les convengan a nuestras 
ficticias muestras radiactivas. Supongamos que la fracción de nuestros ficticios 
átomos radiactivos que existen en la materia es 0.1 y que la probabilidad de 
desintegración es 0.02 por año. Un contador Geiger nos dice que la muestra está 
radiando a razón de 0.8 partículas por año. (Recuerda que no se trata de 
números reales, sino que se han fijado de forma que no se salga la tortuga de la 


pantalla. Consideraremos las técnicas de escala del apartado de “Proyectos”.) 
Mediante análisis químicos determinamos que en total hay 1000 átomos (entre 
estables e inestables). A partir de estos datos queremos determinar el tiempo 
que ha transcurrido desde la muerte del ejemplar. 

Si cuando el organismo vivió la décima parte de los átomos eran 
radiactivos, en su muerte había 0.1x<1000=100 átomos radiactivos. Si la 
muestra se desintegra a velocidad de 0.8 átomos por año, a causa de 


velocidad de crecimiento de N=-—P N 


y P es 0.02, obtenemos que el valor actual de N es 40. Para obtener la edad del 
ejemplar tenemos que encontrar una solución a la ecuación de velocidad de 
desintegración. Tenemos que saber cuánto tarda N en decrecer desde su valor 
original de 100 al actual de 40. Para hacer esto, modificaremos el programa 
VIDA.MEDIA quitando la sentencia condicional (SI N<50...) y pidiendo en 
su lugar que se escriban el número de partículas y el tiempo. 


| (ESCRIBE [NUMERO =] :N ELTIEMPO =] :TIEMPO) 


Si ejecutamos el programa modificado con valor de P=0.02, encontraremos 
que NUMERO—40 cuando TIEMPO=—45. Así pues, el ejemplar murió 


hace cuarenta y cinco años. 


PROBLEMAS 


1. Utiliza el programa VIDA.MEDIA para determinar la relación exacta 
entre P y "T. (Pista: ln 2=0.6931. Si no tienes suficiente experiencia en 
logaritmos, considera ln 2 sólo como una abreviatura conveniente de 


0.6931.) 


2. Un ejemplar que vivió hace tiempo, radia en la actualidad a razón de 0.3 
partículas/año. Cuando el organismo murió, 0.1 de los átomos eran 
radiactivos y el resto estables. El número total de átomos es 1000. La 
probabilidad de radiación es 0.01. ¿Cuál es la edad actual de la muestra? 
(Respuesta: alrededor de ciento veinte años.) 


3. Un fragmento de hueso radia actualmente a una velocidad de 2 x 106 
partículas/año. Cuando el animal murió, la décima parte de los átomos eran 
radiactivos y el resto estables. El número total de átomos es 9 x 1010, La 
probabilidad de radiación es 0.001. Utiliza el programa que calcula 
automáticamente la escala del proyecto 1 para determinar la edad del trozo 
de hueso. (Tendrás que incrementar el intervalo de tiempo entre pasos. No 
te olvides de multiplicar P * N por el intervalo de tiempo para determinar 
el cambio de N.) (Respuesta: alrededor de mil quinientos años.) 


4. Un ejemplar radiactivo radia a razón de 108 partículas/año con una 
probabilidad de radiación de P=0.01 partículas/año. El ejemplar no será 
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seguro de manejar hasta que el nivel de radiación se reduzca en un factor 
de 100; es decir, hasta que su velocidad de radiación se reduzca a 106 
partículas/año. Utiliza el programa que calcula automáticamente la escala 
del proyecto 1 para determinar cuánto es necesario esperar para que el 
ejemplar sea seguro. 


PROYECTOS 


1. 


Modifica el programa VIDA.MEDIA para que realice automáticamente la 
escala adecuada, siendo el número original de átomos (¿N) una variable de 
entrada. Se trata, por tanto, de conseguir que, para cualquier valor de :N, 
la tortuga no se salga de la pantalla. Específicamente, para cualquier valor 


de :N la curva comienza en COORX — 0 y COORY — 100. 


Puedes hacer más rápido el programa DESIN.RAD eliminando el que los 
átomos aparezcan dibujados como cajas. Escribe un programa que dibuje el 
número actual de átomos radiactivos en función del tiempo, y el predicho 
por la ecuación de velocidad de radiación. Compara ambos resultados con 
valores iniciales de 20 átomos y 100. Sea un tercio la probabilidad de 
desintegración. 


15 


Puentes, catenarias 
y el arco perfecto 


Introducción 


Vamos a analizar las características físicas de tres estructuras similares: un 
puente colgante, una cadena colgada y un arco perfecto. Como se ve en la figu- 
ra 15.1, todas ellas se parecen mucho. De hecho, si giramos el arco perfecto, 
tiene exactamente la misma forma que la cadena colgada y una forma muy 
similar al cable del que cuelga el puente, aunque algo menos cutva. 

Posteriormente discutiremos las diferencias entre estas tres formas, pero 
primero nos limitaremos a una de ellas: el puente colgante. 


DN TÍA 


Puente colgante Cadena colgada j 
sl Arco de San Luis o 


El arco perfecto 


Figura 15.1.—Puente colgante, cadena colgada y arco perfecto 
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El puente colgante 


La razón del nombre “puente colgante” es que la plataforma está sus- 
pendida de un cable que lo sustenta. El cable se sujeta a dos torres, una a 
cada lado. Del cable de suspensión cuelgan unos cables verticales, de donde a su 
vez cuelga la plataforma. Nos gustaría comprender por qué el cable de 
suspensión tiene esa forma. También querríamos que la tortuga nos dibujara el 
puente. 

Para examinar la física del cable construiremos el puente a trozos, sin 
importarnos el que nuestra técnica de construcción sea poco ortodoxa. Lo que 
estamos buscando son sus fundamentos físicos y mo su implementación 
práctica. 

Comenzamos con un segmento de puente situado en su lugar, tal como 
aparece en la figura 15.2. El segmento de puente comienza en el punto medio y 
llega hasta el extremo derecho. El cable se mantiene en su sitio gracias a dos 
fuerzas: una fuerza horizontal H, en el punto bajo del cable, y una fuerza T igual 
a la tensión del cable, en el extremo superior. La única fuerza es el peso de la 
plataforma. (Despreciamos el peso de los cables en comparación con el de 
la plataforma.) Si el sistema está en equilibrio, la fuerza neta debe ser cero. 
Descomponiendo la tensión del cable en sus componentes x e y, podemos 
igualar las fuerzas de la siguiente forma: 


e — H 
Ty, = Peso 


Imaginemos ahora que añadimos un nuevo segmento a la plataforma, de 
longitud DX (véase figura 15.3). Este nuevo segmento incrementa el peso en 
una cantidad proporcional a la longitud de la plataforma. Definamos la 


Punto medio 
del puente 


Figura 15.2.—Segmento de la parte derecha del puente 
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Figura 15.3.— Añadiendo nuevos segmentos al puente 


densidad (DEN) de la plataforma como su peso por unidad de longitud. Al 
añadir una longitud DX, el peso se incrementa en DEN x* DX, esto es, el peso 
por unidad de longitud multiplicado por la longitud. Este peso extra tiene que 
ser soportado por un incremento de la componente vertical de la tensión (Ty). 
Por tanto 


Crecimiento de Ty = DEN * DX 
Puesto que no ha cambiado la fuerza horizontal, seguimos teniendo 
Tas 4 


Dividiendo entre sí estas dos ecuaciones, obtenemos la siguiente ecuación de la 
velocidad de crecimiento: 


Incremento de crecimiento de T,/T, = (DEN) x* (DX)/H 


Pero como podemos ver en los triángulos similares que aparecen en la figu- 


ra 15.3: 
Ty/T, =DY/DX 


Normalmente se define la pendiente del cable como la proporción entre 


DY /DX, de tal forma que 
PENDIENTE = DY/DX 
quedando nuestra ecuación de velocidad: 
crecimiento de la PENDIENTE = DEN * DX/H 

Y ésta es la ecuación fundamental que pediremos que resuelva la tortuga. Nos 
dice que la pendiente crece con velocidad constante al añadir nuevos tramos a la 
plataforma. Le vamos a pedir a la tortuga que dé pasos a lo largo del cable 
del puente, incrementando la pendiente con velocidad constante según va 


avanzando. 
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La tortuga construye un puente 


La solución de la ecuación fundamental se obtiene con la ayuda del siguiente 


procedimiento recursivo: 


PARA PASO :PENDIENTE 


PONPOS LISTA (COORX + :DX) (COORY + :DX * :PENDIENTE) 


PASO :PENDIENTE + :DEN * :DX / :HOR 
FIN 


Puesto que PENDIENTE — DY/DX, entonces DY — PENDIENTE «+ DX. 
A la fuerza horizontal H la hemos representado por ¿HOR. Puesto que el 
incremento de la pendiente es constante, podemos mejorar la legibilidad del 


procedimiento mediante HAZ “INC.PENDIENTE :DEN «x :DX/:HOR, de 


forma que nuestro procedimiento PASO queda de esta forma: 


PARA PASO :PENDIENTE 


PONPOS LISTA (COORX + :DX) (COORY + :DX * :PENDIENTE) 


PASO :PENDIENTE + :INC.PENDIENTE 
FIN 


Mediante este procedimiento la tortuga da pasos a lo largo del cable con los 
valores adecuados de DX y DY. La pendiente crece constantemente la cantidad 
indicada por la ecuación de velocidad de crecimiento. No obstante, necesitamos 
dibujar la parte derecha y la izquierda, y encontrar la forma de parar el 


procedimiento recursivo. Nuestro programa completo es: 


PARA PUENTE :P 
VENTANA 

BP SL CENTRO 

HAZ "DEN :P / 200 
HAZ "HOR 50 

HAZ "DX 10 

HAZ "YO -50 

HAZ "INC.PENDIENTE :DEN * :DX / :HOR 
PONPOS LISTA O :YO 
BL PASO 0 1 1 

PASO 0 1 -1 

FIN 


PARA PASO :PENDIENTE CONTADOR :SIGNO 

PONPOS LISTA (COORX + :DX * :SIGNO) (COORY + 
: PENDIENTE) 

HAZ "ALTURA COORY - :YO 

RE :ALTURA AV :ALTURA 

SI :CONTADOR = 10 [RE :ALTURA PONX O ALTO] 
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DX 


* 


PASO PENDIENTE + :INC.PENDIENTE :CONTADOR + 1 :SIGNO 
FIN 


PARA ARRANCAR 
PUENTE 200 
FIN 


PUENTE toma como entrada el peso (P) del puente. Nuestro puente tiene 
200 unidades de largo y su peso por unidad de longitud (densidad) es P/200. La 
fuerza horizontal se ha fijado arbitrariamente a 50. Para que nuestro puente 
disponga de más sitio para poderse colocar, se ha puesto la plataforma en 
YO = —50. 

Hemos elegido tres entradas para PASO: la PENDIENTE (inicialmente 
0), el CONTADOR (inicialmente 1) y el SIGNO (inicialmente 1). El 
CONTADOR nos sirve para mumerar los segmentos del puente según los 
vamos añadiendo. El SIGNO se utiliza para indicar qué lado del puente 
estamos construyendo, +1 para el lado derecho y —1 para el izquierdo. 

El valor de ALTURA es la altura del cable de suspensión desde la 
plataforma. Determina la longitud de los cables verticales. 

Cuando el contador es igual a 10, hemos completado el lado derecho del 
puente; por tanto, paramos PASO 0 1 1 y llamamos a PASO 0 1 —1 para 
acabar el lado izquierdo. 

Ejecutemos PUENTE 200 para ver la figura 15.4. PUENTE 300 da lugar 
a un puente con un cable de forma más pronunciada, mientras que PUENTE 
100 produce un puente de cable con forma menos pronunciada. 


El arco perfecto 


El gran arco de San Luis lo diseñó Eero Saarine. Fue una obra mastodóntica 
y se tardó veinte años desde su diseño hasta su terminación. La forma del arco 
es una catenaria. Veamos lo que es una catenaria y por qué su forma es la más 
adecuada para un arco. 

La palabra «catenaria» viene del latín y significa cadena. La catenaria es la 
forma que adopta una cadena cuando se la suspende por sus extremos. Un arco, 
por Otra parte, parece una catenaria invertida. 


Figura 15.4.—PUENTE 200 
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Al arco de San Luis se le ha llamado “el arco perfecto”. Su perfección no 
reside en su belleza, que no es desdeñable, sino en su resistencia mecánica. Un 
arco con la forma de una catenaria es más fuerte que un arco con la forma de 
una parábola, un círculo u otra forma cualquiera. 

Vamos a echar un vistazo a la cadena y a ver por qué su forma es tan 
especial. Si suspendiéramos un alambre de sus extremos, podría adoptar 
prácticamente cualquier forma, porque un alambre es rígido, mientras que una 
cadena no es rígida. Una cadena no puede soportar fuerzas de torsión o de 
compresión. Sólo puede soportar fuerzas de tracción, tangentes a su longitud. 
Hay una vieja expresión que dice: “no puedes empujar a una cuerda”, que 
quiere decir “no puedes hacer que algo o alguien se comporte de una forma 
antinatural”. La característica natural de una cadena o una cuerda es que lo 
único que puede hacerse es tirar de ellas. 

En la figura 15.5 tenemos una cuerda colgada de sus extremos. Cualquier 
segmento de la cuerda ejerce unas fuerzas en los segmentos adyacentes. Estas 
son fuerzas de tracción tangentes a la cuerda en el punto de contacto. No es éste 
el caso de un alambre colgado, donde las fuerzas entre segmentos adyacentes 
pueden darse en cualquier dirección. Para complicar aún más las cosas, puede 
también producirse un “par”. Un par es una medida de la tendencia a producir 
rotación. Si sometemos una parte del alambre a un par de fuerzas, podemos 
hacer girar el resto del mismo. Esto no sucede en el caso de una cuerda. 


/ 
Gravedad A dj 


Figura 15.5.—Fuerzas que actáan dentro de una cuerda 


Gravedad 
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Después de haber visto cómo se comporta una cuerda o una cadena, vamos 
a analizar la relación entre la catenaria y el “arco perfecto”. Para encontrar esta 
relación observemos que la forma de la catenaria no depende del peso de la ca- 
dena ni de la intensidad de la fuerza de la gravedad. Todas las cadenas de la 
misma longitud, suspendidas de dos puntos dados, adoptarán la misma forma. 
Forma que será la misma en la Tierra, en la Luna o en Marte. (Puedes simular la 
reducción de la fuerza de la gravedad clavando los dos extremos de una cadena 
a un gran trozo de madera. Si se sujeta la madera verticalmente, la cadena 
adopta la forma de una catenaria sometida a 1 G. Gira la madera a un 
determinado ángulo y golpéala hasta que la cadena adquiera su forma de 
equilibrio. Esta es la forma de una cadena sometida a menos de 1 G. El giro 
de la madera reduce, efectivamente, la fuerza de la gravedad. Observarás que la 
forma de la cadena permanece invariable ante cualquier ángulo que adopte 
la madera.) 


El hecho de que la forma de la catenaria sea la misma en todos los planetas, 
da lugar a una generalización interesante. Cuelga una cadena y tomará la forma 
de una catenaria. Reduce de alguna forma la fuerza de la gravedad (saliendo, por 
ejemplo, al espacio exterior), y su forma permanecerá inalterable. Sigue siendo 
una catenaria. Imagina ahora que la fuerza de la gravedad se reduce a cero y, 
a continuación, se hace negativa. La fuerza de la gravedad ahora actúa en la 
dirección opuesta. Las fuerzas que actúan sobre la cadena seguirán siendo 
tangentes a la misma, pero son ahora fuerzas de compresión. Al haber invertido 
la fuerza de la gravedad, hemos invertido todas las fuerzas. Dado que la cadena no 
puede soportar fuerzas de compresión, se romperá. Pero supongamos que, en 
lugar de la cadena, tenemos una cuerda con un poco de almidón para darle algo 
de rigidez. Si ahora invertimos la fuerza de la gravedad, o simplemente 
invertimos la cuerda almidonada, permanecerá siendo una catenaria (véase 
figura 15.6). Todas las fuerzas serían tangentes a la catenaria. Las fuerzas serían 
todas de compresión; no habría ninguna que no fuera tangencial. No habría 
pares que pudieran dar lugar a rotaciones. Compresión pura. 


7, Y 
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Figura 15.6.—Las fuerzas de tensión se transforman en fuerzas de compresión 


Apilemos ahora un montón de bloques de piedra a lo largo de la cuerda 
almidonada, haciendo que adopten la misma forma que ella; es decir, la de una 
catenaria. Las fuerzas entre las piedras deberían ser las mismas que las fuerzas 
entre los segmentos de las cuerdas, es decir, fuerzas de compresión puramente, 
tangentes al arco. No hay por qué preocuparse de que las piedras se rompan. 
Pero, ¿qué pasaría si cada piedra se deslizara fuera de su posición? O, ¿qué 
pasaría sí los bloques se inclinaran e hicieran que el arco se derrumbara? De 
nuevo, no hay por qué preocuparse. Las fuerzas entre las piedras son tangentes 
al arco y, debido a la forma en que las piedras se han cortado, las fuerzas sobre 
cada superficie de soporte son perpendiculares a dicha superficie. No hay, por 
tanto, rozamiento o, de otra forma, no necesitamos cemento para evitar que se 
ladeen. (El cemento no es bueno de todas formas para esto, dado que soporta 
muy mal la tensión. Se abrirá fácilmente y los bloques se ladearán.) 

En resumen, vemos que al invertir la catenaria invertimos todas las fuerzas. 
Las fuerzas que tiran de la cuerda se convierten en fuerzas que empujan, como 
se muestra en la figura 15.7. La cuerda es buena para resistir fuerzas de 
estiramiento, y los bloques de piedra son buenos para resistir fuerzas de empuje. 
La catenaria invertida es el arco perfecto para bloques de piedra. 
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Figura 15.7.—Fuerzas que actúan en una cuerda y en uz arco 


La curva catenaría 
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Hay dos propiedades físicas de una cadena o una cuerda que determinan su 
forma cuando se les cuelga por los extremos: La primera es que la tensión debe 
ser tangente a la curva y, la segunda, es que la tensión no puede ser compresiva. 

Démos esta información a la tortuga y veamos si puede construir la curva 
catenaria. Comencemos como hicimos con la construcción del puente: comenza- 
mos con un segmento y añadimos el resto poco a poco. La figura 15.8 represen- 
ta un segmento de la mitad derecha de una cadena colgada. El peso ahora no es 
el de la plataforma, como en el caso anterior, sino el propio peso de la cadena. 
Esta diferencia es importante. El peso de la cadena es proporcional a su 
longitud. El peso soportado por el cable del puente colgante era proporcional a 
la plataforma, o, lo que es lo mismo, proporcional a la proyección del cable 
sobre el eje horizontal. 

Si las fuerzas de la figura tienen que ser balanceadas, entonces 


TI, = Peso 
LH 


como antes. 
Añadamos otro eslabón a la cadena. En la figura 15.9, DS es la longitud del 
eslabón, DX su proyección horizontal y DY su proyección vertical. Puesto que 


Figura 15.8.—Segmento de la parte derecha de una cuerda 


Figura 15.9.—Se añade un segmento adicional 


hemos añadido un nuevo eslabón, la tensión T debe crecer para soportar el peso 
de la nueva porción. Por tanto, 


crecimiento de “Ty = peso del nuevo eslabón 
Puesto que la fuerza horizontal no ha cambiado 
T,=H 
Procediendo como en el ejemplo del puente, tenemos 
Crecimiento de la PENDIENTE = (peso del nuevo eslabón)/H 


Ahora el peso del eslabón de longitud DS es DS *DEN, donde DEN es el 


peso de la cadena por unidad de longitud. Así, finalmente 
Crecimiento de la PENDIENTE — DEN x* DS/H 
La única diferencia entre esta ecuación y la del puente es que DS ha 


reemplazado a su proyección horizontal DX. 
El siguiente programa dibuja catenarias: 


PARA CAT :P 

SL 

HAZ "DEN :P / 200 
HAZ "HOR 50 

HAZ "DX 10 

HAZ "YO -50 

PONPOS LISTA O :YO 
BL 


PASO.CAT 0 1 1 


==, 109 
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PASO.CAT O 1 -1 
FIN 


PARA PASO.CAT :PEND :CONT :SIGN 

PONPOS LISTA (COORX + :DX * :SIGN) (COORY + :DX * :PEND) 
SI :CONT = 10 [SL PONPOS LISTA O :YO BL ALTO] 

HAZ "DS RAIZCUADRADA (CU :DX) + CU :DX * :PEND 

HAZ "INC.PEND :DEN * :DS / :HOR 

PASO.CAT :PEND + :INC.PEND :CONT + 1 :SIGN 

FIN 


Observa que el programa CAT es muy similar al del PUENTE. Se ha 
omitido, por supuesto, la plataforma y los cables soporte. “También se ha 
omitido VENTANA y BP para que se pueda superponer la catenaria sin tener 
que borrar el puente. Si ejecutas PUENTE 200 y a continuación CAT 200, 
obtendrás algo parecido a lo de la figura 15.10. Como indicamos anteriormente, 
la catenaria tiene una forma algo más pronunciada que el cable del puente. 
Intenta ver esto a partir de la física básica de los dos sistemas, sin necesidad de 
tener que realizar ningún cálculo. 


Figura 15.10.—Puente y catenaria 


PROYECTOS 


Para los fines perseguidos en estos proyectos nos gustaría recomendar una 
modificación que hace al programa PUENTE más exacto. La modificación es 
idéntica a la que se utilizó en el programa de movimiento de proyectiles. 

Observemos que la pendiente inicial es 0. Al añadir un segmento de cable, la 
pendiente se incrementa en INC.PEND. Así, la pendiente media a lo largo de 
este primer segmento será INC.PEND/2. Por tanto, en PUENTE llamamos 


PASO :INC.PEND / 2 
PASO :INC.PEND / 2 
FIN 


4 1 
1 (DD 


Con esto conseguimos no solamente comenzar mejor, sino que en el resto del 
programa la pendiente utilizada en todos los cálculos será la pendiente media. 


Lo primero que nos gustaría hacer es verificar que la forma del cable que 
sostiene al puente colgante es una parábola. Para ello elige un valor para el 
peso P; por ejemplo, 200. Dibuja la ecuación de la parábola, Y = A + X2, 
donde Á es una constante cualquiera. Elige el valor de A para el que la 
parábola coincida con el cable del puente. Puedes hacerlo por el método de 
ensayo y error, o examinando las coordenadas de los puntos extremos del 
cable. 


El arco de San Luis no es una verdadera catenaria. Su grosor no es 
uniforme, sino que por arriba es más delgado. Para estudiar este efecto, 
modifica el programa CAT para determinar la forma que adopta una 
cadena colgada si su densidad varía uniformemente del centro a los 
extremos. Haz que la cadena tenga 200 eslabones y cada eslabón 1 cm de 
largo. El primer eslabón a la derecha del centro pesa 1/1000 kg; el segundo, 
2/1000 kg, y así sucesivamente. El último eslabón de la derecha pesará 
100/1000 kg. La cadena es simétrica respecto al centro. 


PROBLEMAS 


1. 


¿Puedes construir un puente de 200 unidades de longitud, entre dos torres 
de 160 unidades de altura? El peso de la plataforma es 300. (Pista: Tendrás 
que cambiar la tensión :HOR del cable en el punto medio.) 


Determina la forma del cable del puente si el centro (constituido por 100 
unidades de longitud) pesa 100 toneladas y los laterales (de 50 unidades 
cada uno) pesan 200 toneladas. 
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Los peces 
y la óptica 


Introducción 


El pez que vemos dentro del agua siempre es más grande que el que 
llevamos a casa, después de haberlo pescado, queriendo presumir con él. Hay 
muchas razones para esto, pero al menos una tiene fundamentos físicos. Bajo el 
agua las cosas parecen más grandes. De la misma forma, las cosas que están 
fuera del agua le parecen más pequeñas al pez. 

La causa de estas ilusiones ópticas es la desviación que sufren los rayos de 
luz al pasar del aire al agua o del agua al aire. La ley que rige esta desviación es 


la ley de Snell. 


Ley de Snell 


En la figura 16.1 un rayo de luz incide desde el aire y es refractado dentro 
del agua. El ángulo entre el rayo incidente y la normal se llama ángulo de 
incidencia (1), y el ángulo entre el rayo refractado y la normal se llama ángulo 
de refracción (t). 

La desviación de la onda luminosa al cambiar de medio depende de la 
velocidad de propagación en ambos medios. 
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Figura 16.1.—Un rayo de luz se desvía al entrar en el agua 


El índice de refracción (n) es la razón entre la velocidad de la luz en el vacío y 
en un medio determinado: 


n=cfv 


El índice de refracción del vacío es 1 por definición. El índice de refracción del 
aire es aproximadamente 1, el del agua es 1.33, y el del cristal, 1.5. 
Llamaremos ni; al índice de refracción del medio incidente y my al del medio 
refractivo. Con estas definiciones podemos establecer la ley de Snell, nm; que 
dice: 
n; sen 1= n, sen r 


Llamemos N al índice de refracción del agua. Puesto que el índice de refracción 
del aire es aproximadamente 1, la ley de Snell para el caso de la transición aire- 


agua de la figura 16.1 queda: 


sen 1i= ÑN sen r 


El horizonte submarino 


AU 


El pez arquero de Tailandia debe su nombre a la forma tan curiosa en que 
vive. Ha desarrollado una técnica para lanzar un chorro de agua a mosquitos 
desprevenidos, haciéndoles caer al agua. Ha debido necesitar bastante tiempo el 
pez arquero para aprender esta técnica antiaérea, porque, como se puede ver en 
la figura 16.2, la línea visual no coincide con la trayectoria del chorro de agua. 


Línea ] 
visual Mosquito 


Chorro de agua 


Figura 16.2.—El pez. arquero 


El pez arquero ha aprendido aparentemente a compensar la discrepancia 
mediante la técnica de ensayo y error. Escribiremos un programa que determine 
el grado de compensación. En ARQUERO :PROF :R la tortuga dibuja el rayo 
que entra en el ojo del pez. El pez está a una PROFundidad dada y mirando en 
la dirección de R. 


PARA ARQUERO :PROF :R 
VENTANA 

BP SL OT CENTRO 
HAZ "N 1.33 

DIBUJA .AGUA 

PONY -:PROF 
PONRUMBO :R 

BL AV DIST.AL.AGUA 
AV 100 RE 100 
PONRUMBO 1 

Av 100 

FIN 


PARA DIBUJA. AGUA 
BL GD 90 AV 100 RE 200 CENTRO SL 
FIN 


PARA DIST.AL .AGUA 
DEV :PROF / COS :¿R 
FIN 


PARA I 

HAZ '"SENO.I :N * SEN :¿R 

DEV ARCTAN :SENO.I / RAIZCUADRADA (1 - CU :SENO.1I) 
FIN 
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PARA ARRANCAR 
ARQUERO 70 40 
FIN 


En ARQUERO hemos fijado n= 1.33, el índice de refracción del agua. Los 
ángulos de incidencia y refracción son 1 y R, respectivamente. Para encontrar 
DIST.AL.AGUA tenemos que trabajar un poco con la trigonometría. Para 
determinar ANGULO.I aplicamos primero la ley de Snell: 


sen i=N sen tf 


y de ahí obtenemos el ángulo i. Puesto que la mayoría de las versiones de Logo 
no tienen una primitiva para la función arcoseno, el procedimiento 1 calcula el 
ángulo aplicando la fórmula: arctan sen i/RC(1 — SEN? ¡), que es equivalente. 
(Recuerda que RC(1 — sen? ¡) =cos i, y sen i/cos i=tan 1.) 

Si ejecutamos ARQUERO 70 40, la tortuga dibuja el rayo que llega desde 
el mosquito al ojo del pez, en orden inverso, y devuelve de nuevo el rayo al aire 
para que se pueda apreciar mejor la deflexión neta (como muestra la figu- 
ra 16.3). Es fácil visualizar los ángulos de incidencia y refracción juntos en la 
pantalla si lo deseas. 


e 


ra 
ed 


Figura 16.3. —ARQUERO 70 40 


Observarás que, al crecer el ángulo de refracción R, el rayo que está por 
encima del agua se vuelve cada vez más paralelo a la superficie de la misma. El 
ángulo para el cual el rayo en el aire se pone paralelo a la superficie del agua se 
llama ángulo crítico. Si haces crecer el ángulo de refracción por encima de este 
ángulo crítico, obtendrás un mensaje de error. Si el pez mirase con ese ángulo, 
no vetía mada por encima del agua. (Si consiguiese ver algo, se trataría 
solamente de objetos del fondo del lago reflejados en la superficie.) El ho- 
rizonte del pez es, por tanto, mucho menor que nuestro horizonte (véase figu- 
ra 16.4). Tenemos que girar 180 grados para ver desde un horizonte al otro. 
Dejemos como ejercicio el determinar el horizonte del pez. Así, cuando el 
primer anfibio emergió de los océanos primitivos, amplió enormemente su 
horizonte. 


Angulo entre 
horizontes 


Figura 16.4.—El horizonte del pez 


Profundidad aparente 


Hemos visto cómo el mundo sobre la superficie del agua le aparece 
distorsionado al pez. De la misma forma, el mundo subacuático le aparece dis- 
torsionado al pescador. Por ejemplo, un pez parece que está más cerca de la 
superficie de lo que realmente está. En la figura 16.5 vemos dos rayos que 
emergen de un punto P situado bajo la superficie del agua. Estos rayos se 
desvían al llegar al aire y llegan hasta el ojo del pescador. Al ojo le parece que 
estos rayos proceden del punto de intersección P”, y por tanto la profundidad 
aparente es menor que la real. 

Para ver esto con precisión, apliquemos la ley de Snell y sigamos a los rayos 
al pasar del agua al aire. Puesto que los rayos inciden del agua y se refractan en 
el aire, la ley de Snell queda: 


N sen 1= sen tf 


P 


Figura 16.5.—Rayos que salen del agua 
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En el programa PROF.APARENTE aplicamos esta ecuación para determinar 
la profundidad aparente de un pez cuya profundidad real es :PROFUN. 


PARA PROF.APARENTE :PROFUN 

NUEVO .ARQUERO :PROFUN 20 

NUEVO .ARQUERO :PROFUN -20 

(ESCRIBE [PROFUNDIDAD APARENTE =] - COORY) 
(ESCRIBE EPROFUNDIDAD REAL =] :PROFUN) 

FIN 


PARA NUEVO . ARQUERO 
SL CENTRO OT 

HAZ "N 1.33 
DIBUJA.AGUA 

PONY -:PROFUN 
PONRUMBO :1I 

BL AV DIST.AL.AGUA 
PONRUMBO R 

AV 100 RE 100 

RE DIST.AL.EJE.Y 
FIN 


PARA DIBUJA.AGUA 
BL GD 90 AV 100 RE 200 CENTRO SL 
FIN 


PARA DIST.AL.AGUA 
DEV :PROFUN / COS :1 
FIN 


PARA R 

HAZ "SENO.R :N * SEN :1 

DEV ARCTAN :SENO.R / RAIZCUADRADA (1 -— CU :SENO.R) 
FIN 


PARA DIST.AL.EJE.Y 
DEV :PROFUN * (TAN :1I) / SEN R 
FIN 


PARA TAN :X 
DEV (SEN :X) / COS :X 
FIN 


PARA CU :X 
DEV :X * :X 
FIN 


PARA ARRANCAR 
PROF.APARENTE 70 
FIN 


Este programa es muy parecido a ARQUERO. La primera diferencia es 
que ahora los rayos emergen de un punto situado bajo el agua (el pez) en vez de 
situado en el aire (el mosquito). Así pues, los ángulos incidentes se convierten 
en refractados y los refractados en incidentes. 

El programa dibuja dos rayos situados a 20 grados de la vertical, 
Prolonguemos los rayos que emergen hasta su punto de intersección con el eje 
de las y's. A un observador por encima del agua le parece que estos rayos 
proceden de ese punto de intersección. Este es, por tanto, el punto imagen. Si 
corremos PROF.APARENTE 70, obtendremos la figura 16.6. 


PROFUNDIDAD APARENTE = 49.8789 
PROFUNDIDAD REAL = 70 


Figura 16.6.—PROF.APARENTE 70 20 


(Estos resultados son un poco confusos. Dos rayos no hacen una imagen. 
Deberíamos demostrar que la mayoría de los rayos que proceden del punto P y 
llegan al ojo convergen en el mismo punto P”. Puedes demostrarlo utilizando el 
programa Logo. Intenta con tres ángulos pequeños; por ejemplo, 19, 20 y 30, 
Encontrarás que la profundidad aparente no cambia mucho. Para ángulos 
grandes la variación de la profundidad es grande, pero estos rayos no entran en 
la pequeña pupila del ojo del observador.) 


Amplificación 


El hecho de que la profundidad aparente de un pez sea menor que la real 
sugiere que los objetos bajo el agua deben aparecer amplificados. Sin embargo, 
el tema de la amplificación es muy distinto del de la localización de la imagen. 
Un espejo convexo acerca una imagen al observador, pero disminuye su tamaño 
aparente. Para ilustrar la diferencia entre tamaño aparente y localización de la 
imagen, veamos la figura 16.7, en donde todos los peces que en ella aparecen 
deben crear la misma imagen en la retina del ojo, “pareciendo”, por tanto, 
todos ellos del mismo tamaño. Para determinar el tamaño aparente del pez, 
tememos que examinar el tamaño de la imagen del pez en la retina del 
observador. 
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Figura 16.7.—Imagen de un pez. en la retina 


La figura 16.8 muestra dos rayos procedentes de los dos extremos del pez y 
que pasan a través del centro óptico del ojo. Estos rayos forman un ángulo A. 
Si no hubiera agua, los rayos que llegaran al ojo procedentes de los dos ex- 
tremos del pez formarían un ángulo B más pequeño y, por tanto, dejarían uma 
imagen más pequeña en la retina. La amplificación se define como la razón 
entre el ángulo aparente y el ángulo en ausencia del agua (o cualquier otro 
sistema óptico). Así 


Amplificación =A/B 


Figura 16.8.—El ángulo aparente y el ángulo real 


Para determinar esta amplificación, podemos utilizar el programa AMP, que 
determina la amplificación de un pez a una determinada distancia bajo la 
superficie, observado por un ojo a una altura determinada de la superficie. La 
amplificación dependerá también del ángulo en que se encuentre el pez. 


PARA AMP :ALTURA :PROF :ANG.RAYO 
OT BP CENTRO 

HAZ "OJO LISTA O :ALTURA 
DIBUJA . AGUA 


HAZ "N 1.33 
PONPOS :OJO 
BL 


DIBUJA.RAYO :ANG.RAYO 

SL PONPOS :0JO BL 

DIBUJA.RAYO -:ANG.RAYO 

(ESCRIBE [ANGULO EN EL AIRE =] RUMBO) 
(ESCRIBE [ANGULO EN EL AGUA =] :ANG.RAYO) 
(ESCRIBE [AMPLIFICACION =1] :ANG.RAYO / RUMBO) 
FIN 


PARA DIBUJA.AGUA 
BL GD 90 AV 100 RE 200 CENTRO SL 
FIN 


PARA DIBUJA.RAYO :ANG 
PONRUMBO (180 —:ANG) 
AV DIST.AL.AGUA 
PONRUMBO (180 - 1) 

AV DIST.AL.PEZ 
PONRUMBO HACIA :0JO 
FIN 


PARA DIST.AL.AGUA 
DEV ALTURA / COS I 
FIN 


PARA DIST.AL.PEZ 
DEV :PROF / ABS COS I 
FIN 


PARA 1 
HAZ '"'SENO.1 (SEN :ANG) / :N 
DEV ARCTAN :SENO.I / RAIZCUADRADA (1 -— CU :SENO.1I) 


FIN 

PARA ABS :X 

SI :X > O ECDEV :X] [DEV -:X] 
FIN 


PARA ARRANCAR 
AMP 100 60 20 
FIN 
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En AMP, el ojo se ha situado a una altura determinada sobre la superficie 
del agua, y se ha dibujado el rayo con un ángulo :ANG.RAYO. Al llegar el 
rayo al agua es refractado hasta un extremo del pez. El otro rayo se ha dibujado 
con un ángulo —:ANG.RAYO, que llega hasta el otro extremo del pez. (Los 
primeros griegos creían que los objetos eran vistos gracias a unos rayos 
emitidos por el ojo. Nosotros hemos hecho lo mismo por conveniencia. Los 
rayos percibidos por el ojo, desde luego, emanan del pez.) El programa escribe 
la amplificación. 

Variando los tres parámetros (¿ALTURA, :PROF y :ANG.RAYO), 
encontramos diferentes grados de amplificación. Exploraremos esta variedad en 
el apartado Problemas. 


PROBLEMAS 


1. Determina el ángulo entre los horizontes opuestos de un pez. 


2. Demuestra que la profundidad aparente varía sólo ligeramente para 
pequeños ángulos, y mucho para grandes ángulos. (Prueba con 19 y 20 y 
con 200 y 210.) 

3. Demuestra que, para pequeños ángulos, la relación entre la profundidad 
real y la aparente mo depende de la profundidad. ¿Puedes justificar el 
porqué? 

4. Experimenta con varios valores de ALTURA y PROFundidad en AMP. 


Demuestra que la amplificación permanece entre 1 y 1.33. ¿En qué 
condiciones es máxima la amplificación? 


2 Desplazamiento 


Figura 16.9.—Rayo de luz. atravesando una capa de agua 
LA 


PROYECTO 


1. Un buzo en su escafandra no ve el mundo como lo ve el pez, ya que sus 
ojos están en contacto con el aire interior y no con el agua. Escribe un 
programa que muestre cómo el rayo que sale de nuevo al aire, una vez 
atravesada la capa de agua, se ha desplazado respecto al primero, pero su 


ángulo no ha variado (véase figura 16.9). Haz que el programa escriba el 
valor del desplazamiento. 
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El arco 1r1s 


Introducción 


Pocos signos de la naturaleza inspiran tanto como el arco iris. Un arco de 
glorioso color en el cielo, señala el final de la tormenta y el comienzo de un 
brillante futuro. 

Los fundamentos físicos del arco iris han sido tema de especulación durante 
miles de años. Los mitos que existen en torno al arco iris tienen tanto color 
como el propio arco. Incluso en algunos textos de física se puede encontrar un 
poco de mitología. A menudo se da la impresión de que las gotas de lluvia 
actúan como pequeños prismas que descomponen la luz del Sol en los colores 
que la constituyen: rojo, naranja, amarillo, verde, azul y violeta. Si esto fuera 
todo, veríamos los colores en cualquier sitio que mirásemos. En cualquier sitio 
que estuviera iluminado las gotas de agua formarían un espectro de color. En 
cambio, sólo vemos color en el arco iris. 

Como vamos a demostrar posteriormente, aunque la luz del Sol fuese 
monocromática (un solo color), veríamos el arco iris. Si pudiéramos colocar un 
filtro al Sol de tal forma que permitiera que sólo penetrase a través de él la luz 
roja, aparecería en el cielo un brillante arco rojo. Para comprender más 
fácilmente el fenómeno, vamos a empezar analizando el porqué de este brillante 
arc rojo y posteriormente introduciremos los colores. 
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La banda roja 
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Investiguemos, por tanto, la banda roja. Para ello tenemos que estudiar lo 
que le sucede a un rayo de luz cuando entra en una gota de lluvia. 

Cuando la luz encuentra una discontinuidad brusca como en la transición 
airefagua, parte de la luz es reflejada y parte refractada. En la figura 17.1 se ha 
representado con línea de puntos la normal a la superficie. Si el rayo incidente 
forma un ángulo i con la normal, el rayo reflejado también forma el mismo 
ángulo i con la normal. El refractado es desviado al entrar en el agua. Si 
llamamos r al ángulo que forma la parte refractada con la normal, la relación 
entre 1 y r, según la ley de Snell, es: 


n; sen i¡= nm, sen £ 


donde n; y ny son los índices de refracción de la luz en sus respectivos medios. 


Rayo reflejado Rayo incidente 


Rayo refractado 


Figura 17.1.—Luxz reflejada y refractada en agua 


Consideremos ahora el caso de la luz que entra en la gota de. agua. 
Queremos estudiar cómo progresa un rayo que es refractado al entrar en la gota, 
reflejado en su superficie interna y vuelto a refractar al salir al aire, como 
aparece en la figura 17.2. En todas las transiciones hay parte reflejada y parte 
refractada, pero sólo estamos interesados en seguir la parte que realiza la 
secuencia anterior. Veremos que este rayo en especial tiene una propiedad muy 
particular, que es la causante del arco iris. 

Para facilitar los cálculos es útil incluir algunas líneas de construcción. Las 
líneas de puntos de la figura 17.3 representan rayos del círculo. Como los rayos 
llegan perpendicularmente a la circunferencia, son las normales a la misma. Los 
ángulos de incidencia, refracción y reflexión se miden todos en relación con las 


Refracción 


Reflexión 


Refracción 


Figura 17.2.—Rayo de luz a través de una gota de agua 


prolongaciones de los radios. Al ser todos los triángulos dentro del círculo 
isósceles, todos los ángulos indicados dentro del círculo son iguales a r. 
Aplicando la ley de Snell a la primera refracción, obtenemos: 


sen in sen r 


donde se ha considerado el índice de refracción del aire igual a 1, y n es el índice 
de refracción del agua. Podemos volver a escribir la ecuación, de la forma: 


sen r= (1/n) sen 1 


Vamos a utilizar la ecuación de esta forma cuando apliquemos la ley de Snell en 
la segunda refracción. 


Figura 17.3.—Líneas de construcción de los rayos 
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El programa del rayo 


Nos gustaría escribir un programa que dibujase una serie de rayos 
procedentes del Sol que entrasen en una gota por diversos puntos de su 
superficie. En la figura 17.4 los rayos del Sol llegan desde la derecha. Vamos a 
caracterizar cada rayo por la distancia perpendicular entre el rayo y el centro del 
círculo. Á esta distancia la llamaremos el parámetro de impacto (D). 


Figura 17.4.—Un único rayo 


El procedimiento ARCO.IRIS dibuja un círculo de radio RAD para 
representar una gota de lluvia. En DIBUJA.GOTA.A :D, dibujamos el rayo 
cuyo parámetro de impacto es D. Este procedimiento comprueba que el 
parámetro de impacto (D) no es mayor que el radio de la gota (RAD). Si no es 
mayor, COMIENZA un NUEVO.RAYO. Cuando el rayo se encuentra por 
primera vez con la gota, sufre una REFRACCION y CRUZA la GOTA. Al 
llegar al otro extremo, sufre una REFLEXION y CRUZA de nuevo la gota 
antes de sufrir una segunda REFRACCION con el índice de refracción (N) 
invertido, pues va del agua al aire en lugar del aire al agua. Después de que 
SALE el RAYO, se escribe en la pantalla el ángulo con el que el rayo sale de la 
gota. El siguiente rayo se dibuja con un parámetro de impacto incrementado 
con :DD. 


PARA ARCO.IRIS :D :DD 
BORRAPANTALLA PANTALLAGRAFICA 
HAZ "R 60 

HAZ "N 1.33 

VENTANA 

CIRCULO :R 

DIBUJA.RAYO.A :D 

FIN 


PARA DIBUJA.RAYO.A :D 
SI (ABS :D) > ¿R EALTO] 


COMIENZA.RAYO.A :D 
REFRACCION :N 

CRUZA. GOTA 

REFLEXION 

CRUZA. GOTA 

REFRACCION 1 / :N 

SALE .RAYO 

ESCRIBE RUMBO - 90 
DIBUJA.RAYO.A :D + :DD 
FIN 


PARA COMIENZA.RAYO.A :D 

SL 

PONPOS LISTA (40 + RAIZCUADRADA ((CU :¿R) - CU :D)) 
PONRUMBO 270 


PARA CIRCULO :RAD 

HAZ :PI 3.14159 

OT BP 

SL AV :RAD GD 90 BL GI 15 

REPITE 12 [GD 30 AV 2 * :PI *x :RAD / 12] 
GI 90 - 15 

FIN 


PARA REFRACCION :N 
ENCUENTRA . ANGULO 

HAZ '"'ANG ARCSEN C((SEN :ANG) / :N) 
PONRUMBO (RUMBO + :ANG) 

FIN 


PARA ARCSEN :X 
DEV ARCTAN (:X / (RAIZCUADRADA (1 - CU :X))) 
FIN 


PARA ENCUENTRA . ANGULO 

HAZ ''RUM RUMBO 

PONRUMBO HACIA [O 0] 

SI (ABS (:RUM - RUMBO)) > 90 [GD 180] 
HAZ ''ANG :RUM - RUMBO 

FIN 


PARA REFLEXION GI 180 
HAZ ''RUM RUMBO 
PONRUMBO HACIA LO 01 
GD (RUMBO - :RUM) 

FIN 


PARA CRUZA .GOTA 
HAZ "L 2 * ¿Rx COS :ANG 
AV :L 
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PARA SALE.RAYO 
Av 160 
FIN 


PARA ARRANCAR 
ARCO.IRIS 30 2 
FIN 


Si se ejecuta el programa llamando ARCO.IRIS 30 2, veremos una serie de 
rayos saliendo de la gota con ángulos diferentes (véase figura 17.5). Es 
importante notar que ocurre una deflexión máxima alrededor del ángulo 42.50, 
El ángulo con el que salen los rayos crece hasta un punto, a partir del cual 
comienza a decrecer. Al rayo que produce la mayor deflexión (42.50) se le llama 
rayo cartesiano (fae Renato Descartes el primero que explicó los fundamentos 
físicos del arco iris). Debido a esta inversión de la deflexión neta, habrá mayor 
densidad de rayos emergentes en la dirección del rayo cartesiano. 


Figura 17.5.—ARCO.IRIS 30 2 


Podemos comprender la mayor intensidad de luz en torno al rayo cartesiano 
con la siguiente analogía. Imaginemos que estamos transportando un cubo de 
arena. El cubo tiene un agujero por donde se está escapando la arena y dejando 
una huella por donde vamos pasando. Si al ir andando parásemos un momento 
y volviéramos de nuevo a andar, en ese punto la cantidad de arena sería mayor 
que en el resto del recorrido, pues hemos estado más tiempo sobre ese punto 
que sobre los otros. Esto es precisamente lo que le sucede a la gota de lluvia. 
Hay más luz que llega en la dirección en que se invierte la deflexión. Si miras 
cuidadosamente el rayo que sale, podrás ver cómo crece la intensidad en el 
ángulo cartesiano. 

Si estuvieras situado debajo de muchas gotas de lluvia, notarías un brillante 
rayo saliendo de todas las gotas en la dirección del rayo cartesiano, como se ve 
en la figura 17.6. Otras gotas también deberían deflexionar la luz del Sol hacia el 
observador, pero la intensidad de estos rayos es mucho menor que la del rayo 
cartesiano. 

En la figura 17.6 hemos dibujado solamente aquellos rayos y gotas de agua 
situados -en el plano vertical. Si pudiéramos colocar esta figura vertical, 


Luz solar 


Figura 17.6.—Intensificación de los rayos cartesianos 


tendríamos una representación de dicho plano vertical. Ahora sujeta la figura 
con las manos por la línea que une las dos X que aparecen en ella. Gira la 
página alrededor de un eje horizontal. El ojo del observador permanece fijo, 
igual que la dirección del haz incidente de la luz solar. Sin embargo, el rayo 
cartesiano gira en un arco. Este es el arco iris para el caso de una luz 
monocromática roja. 

Si el Sol estuviera en lo alto del cielo, el tamaño del arco iris disminuiría. 
Para ver esto sujetemos de nuevo la página por las X. Gira la página entera 
hacia la izquierda hasta que la luz del Sol esté en el ángulo adecuado. Ahora gira 
de nuevo por la línea que une las X. Observa que el tamaño del arco iris ahora 
ha disminuido, mientras que el ángulo entre el observador, el arco iris y el Sol 
sigue siendo 42.50, 


El color en el arco ítis 


Hemos visto cómo un haz incidente de luz monocromática generará un 
brillante arco a 42.50 respecto del haz incidente. Ahora bien, la luz del Sol no es 
monocromática, sino que contiene todas las frecuencias visibles y muchas más. 
Si considerásemos las diferentes frecuencias, encontraríamos que los rayos 
cartesianos salen en ángulos diferentes, debido a que el índice de refracción 
depende de la frecuencia de la luz. En ARCO.IRIS pon N =1.34. Ejecuta 
de nuevo ARCO.IRIS 30 2 y encontrarás que el rayo cartesiano emetge a 
41.060, 

El índice de refracción crece al crecer la frecuencia. Así, el experimento 
anterior demuestra que el ángulo del rayo cartesiano para las frecuencias altas es 
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Blanco 


Figura 17.7.—Rayos rojo y azul 


menor que el de las frecuencias bajas. La luz azul representa altas frecuencias y 
la luz roja bajas frecuencias; por tanto, el rayo cartesiano azul emerge con el 
ángulo más bajo y el rayo cartesiano rojo con el más alto (véase figura 17.7). 
Por esta razón vemos el rojo en la parte superior del arco iris y el azul en la 
inferior (véase figura 17.8). 


Un minilenguaje 


Hemos escrito el programa del arco iris de tal forma que podemos utilizar 
sus procedimientos como un pequeño lenguaje: un lenguaje óptico para las 
esferas. El vocabulario de este lenguaje comprende cinco palabras: 


COMIENZA.RAYO.A :D 
REFRACCION :N 
REFLEXION 


CRUZA.GOTA 
SALE .RAYO 


Rojo 


Azul 


Figura 17.8.—El rojo aparece en la parte superior del arco iris 


Estas cinco palabras pueden ser llamadas directamente, o en un procedimiento. 
Por ejemplo, si escribes COMIENZA.RAYO.A 30, verás un rayo incidir 
contra la gota con un parámetro de impacto de 30. A continuación escribe 
REFRACCION 1.33 y (si la tortuga es visible) observarás un cambio en el 
rumbo de la tortuga. Después escribe CRUZA.GOTA, REFRACCION 1/1.33, 
y SALE.RAYO y verás cómo el rayo pasa a través de la gota y sale por el lado 
más lejano. Has controlado por completo la trayectoria del rayo. 

Existen muchos problemas ópticos que se pueden resolver utilizando este 
minilenguaje. Se pueden hacer procedimientos juntando todas estas palabras, 
como hicimos en el procedimiento DIBUJA.RAYO.A. 

Para comprender la óptica de un espejo cóncavo, hagamos la siguiente 
modificación: 


DIBUJA.RAYO.A :D 

SI (ABS :D > :¿R) LALTO] 
COMIENZA .RAYO.A :D 
REFRACCION 1 

CRUZA. GOTA 

REFLEXION 

CRUZA-GOTA 

REFRACCION 1 

SALE .RAYO 
DIBUJA.RAYO.A :D + :DD 
FIN 


y llamamos ARCO.IRIS 30 — 60 para ver la figura 17.9, que demuestra que el 
foco de un espejo cóncavo está a R/2 del espejo. Al haber puesto REFRAC- 
CION 1 (índice de refracción igual a uno), hemos permitido a los rayos pasar 
por la esfera sin deflexión. En los problemas que siguen puedes utilizar técnicas 
similares para encontrar el foco de una superficie refractante, una lente esférica y 
un espejo convexo. 


Figura 17.9.—ARCO.IRIS 30—60 
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500 


Figura 17.10.—Rayo cartesiano para el arco iris secundario 


PROYECTOS 


dl. 


Hemos demostrado la causa del arco iris principal. También hay un arco 
iris secundario de menor intensidad, localizado sobre el principal a unos 500 
aproximadamente. El rayo cartesiano responsable de este segundo arco iris 
se refleja dos veces dentro de la gota, como aparece en la figura 17.10. 
Encuentra este rayo, inserta una reflexion adicional y CRUZA.GOTA en 
DIBUJA.RAYO.A y ejecuta ARCO.IRIS —30 —1. En el arco tris 


principal aparece el rojo arriba y el azul abajo. ¿También en el secundario? 
¿Cuál es el ángulo del arco iris terciario? 


Cuando un rayo luminoso entra en una gota, sufre muchas reflexiones 
internas. En cada una de ellas hay una parte reflejada (véase figura 17.11). 


Rayo incidente 


Figura 17.11.—Reflexiones y refracciones de un rayo incidente 


Escribe un programa que dibuje tantas reflexiones internas como se le 
indique al entrar. Debe mostrar los rayos reflejados y refractados. 


Determina el foco de una única superficie de refracción curva de radio 100. 
Sea una lente de cristal de n = 1.5. 


Determina la longitud focal de una lente esférica de radio 60 e índice de 
refracción 1.5. 


Determina la longitud focal de un espejo convexo de radio 60. 


Como proyecto más ambicioso, considera una delgada lente convergente 
de cristal cuyas caras opuestas tienen un radio de 50 cm. Puesto que es una 
lente delgada, puedes suponer que ambas superficies están sobre el eje de 
las y (véase figura 17.12). Para cruzar las líneas tienes que ira AVANZA 0. 
Para determinar los ángulos de incidencia PONRUMBO HACIA [50 0] 
y [—50 0]. Si el objeto está a una distancia de 70 cm de la lente, ¿dónde se 
localiza la imagen? 


Figura 17.12.—Una lente deleada 


PROBLEMAS 


de 


Examinando todos los rayos que sufren una reflexión interna y los que 
sufren dos reflexiones internas, ¿puedes explicar la banda oscura de 
Alejandro? (La banda oscura de Alejandro es la que existe entre el arco iris 
principal y el secundario.) 


Hemos demostrado que para una única gota el rayo cartesiano emerge a 
42,50, Puesto que las gotas de lluvia tienen tamaños diferentes, es 
interesante demostrar que el resultado es independiente del radio de la 
gota. Da diversos valores al radio y verifica que la desviación máxima es 
independiente del mismo. 
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Las líneas 
del campo eléctrico 
y magnético 


Introducción 


Los campos de una u otra clase llenan todo el espacio. Hay campos 
eléctricos, magnéticos, gravitacionales y campos nucleares. En este capítulo 
investigaremos la naturaleza de los campos electrostático y magnético. 

El campo eléctrico creado por una única carga puntual Q viene dado por la 
ecuación: 


ESQ 


donde t es la distancia entre la carga y cualquier punto del campo. El campo 
eléctrico es un vector y tiene, por tanto, dirección y módulo. La dirección del 
campo eléctrico de una carga puntual está dirigida radialmente hacia afuera en el 
caso de una carga positiva y radialmente hacia adentro para el caso de una 
negativa. 

El campo electrostático de un conjunto de cargas puntuales se puede 
obtener sumando los campos de las cargas individuales. Si el número de cargas 
es grande, puede ser complicado obtener el campo y es útil poder visualizarlo 
de alguna forma. Esto se consigue con la ayuda de las líneas del campo 
eléctrico. Las líneas del campo eléctrico tienen la propiedad de ser siempre 
tangentes al campo eléctrico. Por ejemplo, las líneas del campo de una carga 
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Figura 18.1.—Líneas del campo eléctrico de una carga puntual positiva 
puntual positiva son las que aparecen en la figura 18.1. Las líneas del campo 


eléctrico formado por dos cargas iguales y opuestas se muestran en la figu- 
ra 18.2, 


Las líneas del campo eléctrico 


Consideremos un método con el que la tortuga pueda dibujar las líneas del 
campo. Para ser lo más completo posible, consideraremos dos cargas de valores 


Figura 18.2.—Líneas de un campo de cargas iguales y opuestas 
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Figura 18.3.—Porción de una línea de campo eléctrico 


Q, y Q,. Imaginemos que la tortuga ya ha dibujado una porción de una línea de 
campo como aparece en la figura 18.3. Nos gustaría mostrar cómo la tortuga 
puede añadir un nuevo segmento a esta línea. Primero hay que determinar la 
dirección del campo eléctrico. Una vez que tengamos esta dirección, ampliare- 
mos la línea con un pequeño segmento en esa dirección, repetiremos de nuevo 
el proceso, y así sucesivamente. 

Para obtener la dirección del campo eléctrico hay que recordar que el campo 
es el vector suma de los campos producidos por las cargas Q; y Q2. Estos 
campos son radiales y dirigidos hacia afuera de las dos cargas y sus magnitudes 
vienen dadas por las ecuaciones: 


Er =QurY 
Ez =Q2/(1:)? 


Donde r; y r, son las distancias entre las cargas y el punto del campo donde 
estamos considerando el valor del mismo (véase figura 18.4). Utilizaremos la 
regla de ensayo y error de suma de vectores para obtener la suma. El campo 
neto E es el vector que va desde la cola de E; a la cabeza de E), como aparece 
en la figura 18.5. Visto esto, ya podemos escribir un programa que dibuje las 
líneas del campo eléctrico. 


Figura 18.4.—Campo eléctrico de dos cargas 
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Figura 18.5.—El vector suma de dos campos 


El programa 


Se pueden dibujar las líneas del campo eléctrico de cualquier par de cargas 
mediante el siguiente programa: 


PARA CAMPO.ELEC :Q1 :X1 :Q2 :X2 

VENTANA 

OT PANTALLAGRAFICA BP 

HAZ "POS.Q1 LISTA :X1 O 

HAZ "POS.Q2 LISTA :X2 O 

SL ELIGE.LINEA O 330 :POS.Q1 10 

SI (:41 * :Q2 > O) LELIGE.LINEA O 330 :POS.Q2 10] 
CELIGE.LINEA (360 - :ANG + 20) (-180 + :ANG - 30) :POS.Q2 
- 10] 

FIN 


PARA ELIGE.LINEA :ANG :FINAL.ANG :Q.POS :LON 
SL 

PONPOS :Q.POS 

PONRUMBO :ANG 

BL AV 10 

PASO 0 

SI :ANG > :FINAL.ANG [ALTO] 

ELIGE.LINEA :ANG + 20 :FINAL.ANG :Q.POS :LON 
FIN 


PARA PASO :N 

ENCUENTRA . DIR. CAMPO 

AVANZA :LON 

SI (0 (ABS COORX) > 120 (ABS COORY) > 120) [ALTO] 

SI (0 (ABS :CU.DIST.1) < 90 (ABS :CU.DIST.2) < 90) [HAZ "ANG 
RUMBO ALTO] 

PASO :N + 1 

FIN 


PARA ENCUENTRA.DIR. CAMPO: 
HAZ "POS.ANT POS 
SL PONRUMBO HACIA :POS.Q1 


HAZ "CABEZA. RUMBO 

HAZ "CU.DIST.1 CU.DIST :POS.Q1 
PONRUMBO HACIA :POS.Q2 

HAZ ''CU.DIST.2 CU.DIST :POS.Q2 
RE :Q2 / :CU.DIST.2 

PONRUMBO CABEZA.1 

RE :Q1 / :CU.DIST.1 

PONRUMBO HACIA :POS.ANT 

PONPOS :POS.ANT 

BL GD 180 

FIN 


PARA CU.DIST :POSICION 

DEV ((CU ((PRIMERO POS) - PRIMERO :POSICION)) + CU CULTIMO 
POS) - ULTIMO :POSICION) 

FIN 


PARA ARRANCAR 
CAMPO.ELEC 20 -50 -10 50 
FIN 


Las entradas del programa CAMPO.ELEC son los valores de las cargas y 
las posiciones de dos cargas eléctricas situadas sobre el eje de las x. Por breve- 
dad, siempre hemos elegido la carga mayor como positiva y situada a la izquier- 
da de la segunda carga Q,. El signo de Q, puede ser positivo o negativo. En la 
primera llamada a ELIGE.LINEA :ANG :FINAL.ANG :Q.POS :LON 
comenzamos dibujando las líneas de campo que emanan de :POS.Q1 con un 
ángulo de 00 y una longitud de paso de 10. (Puedes disminuir esta longitud para 
obtener unas líneas de campo más exactas.) Las líneas se dibujan con una se- 
paración de 20 hasta :ANG > 330. Todas las líneas se dibujan hasta que llegan 
cerca del límite o hasta que alcanzan la otra carga. Cuando se han completado 
todas las líneas de :Q1 se llama de nuevo a ELIGE.LINEA para dibujar las 
líneas que emanan de :Q2. Si :Q2 es de signo contrario que :Q1, algunas de las 
líneas que parten de :Q1 terminarán en :Q2. Por tanto, en esta segunda llamada 
tenemos que tener cuidado de elegir sólo las líneas que, partiendo de :Q2, no 
hayan sido todavía dibujadas. El ángulo con el que deben comenzar las líneas se 
determina en PASO, donde :ANG se fija en la dirección en que terminó sobre 
:Q2 ha última línea de campo. 

El resultado de CAMPO.ELEC 20 -—50 —10 50 se ilustra en la figu- 
ra 18.6. 


El dipolo magnético 


Excepto para la zona muy próxima al dipolo, el campo magnético 
producido por un dipolo magnético es muy similar al campo eléctrico 
producido por un dipolo eléctrico. 
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CAMPO.ELEC 20 -50 -10 50 


Figura 18.6.—CAMPO.ELEC 20 —50 —10 50 


Es instructivo hacer girar al dipolo magnético sobre su lado como se 
muestra en la figura 18.7. Estas líneas del campo magnético son muy similares a 
las generadas por el núcleo de la Tierra. Al dibujar una gran esfera alrededor del 
dipolo podemos ver las direcciones del campo magnético de la Tierra, en 
cualquier latitud de la superficie terrestre. Observa que el campo magnético no 
es paralelo a la superficie de la Tierra (excepto en el ecuador). 

Si tuviéramos una brújula que pudiera girar libremente, observaríamos la 
verdadera dirección del campo magnético. Las brújulas normales sólo rotan en 
el eje horizontal, no pudiendo por tanto observar la componente vertical. Al 
ángulo que forma el campo magnético con la horizontal se le llama ángulo de 
inclinación. El ángulo de inclinación es cero en el ecuador y 90% en el Polo 
Norte. 


Figura 18.7.—Campo magnético creado por el dipolo de la Tierra 


PROYECTOS 


Í; 


Dibuja un dipolo y una gran esfera para ilustrar el campo magnético de la 
Tierra. 


En algún punto de la línea que une dos cargas eléctricas positivas el campo 
eléctrico debe ser cero. Ejecuta CAMPO.ELEC 2 —50 1 50 y estudia el 
campo para ver si puedes indicar en qué punto el valor del campo es cero. 


Intenta escribir un programa que genere las líneas de campo de tres cargas 
positivas. 


Cuando el número de las líneas que emanan de las cargas es proporcional 
a la cantidad de carga, se puede demostrar que la densidad de las líneas es 
proporcional a la intensidad del campo eléctrico. Modifica el programa 
CAMPO.ELEC de tal forma que para dos cargas positivas el número de 
líneas que emanan de cada carga sea proporcional al valor de la carga. 


Construye un programa que dibuje flechas sobre las líneas de campo para 
indicar la dirección del campo, como aparece en la figura 18.8. Esta figura 
la hemos obtenido llamando CAMPO.ELEC 20 -—50 —10 50 y 
dibujando las flechas según el signo de las cargas. 


Figura 18.8.—Proyecto 3. 


Hemos considerado solamente el campo eléctrico de dos cargas. El 
objetivo de este proyecto es explorar las líneas del campo de cualquier 
cantidad de cargas. Para simplificar la tarea puedes intentar seguir los pasos 
que se indican a continuación: 
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b) 


Escribe un programa que ejecute el siguiente procedimiento: 


PARA ARRANCAR 
INICIALIZA 
VE.A 30 40 
PON.CARGA 10 
VE.A -20 80 
DIBUJA .ELEC 
FIN 


donde INICIALIZA te permita inicializar variables (por ejemplo, 
puedes querer colocar la posición de la carga y su magnitud en una 
lista “CARGA.LISTA; en este caso, [30 40 10], donde la posición 
es (30,40) y la carga es 10. VE.A 30 40 envía la tortuga a (30,40). 
PON.CARGA 10 coloca una carga de 10 en este punto. Puedes 
querer incluir un subprocedimiento que dibuje la carga (por 
ejemplo, dibujar un asterisco). DIBUJA.ELEC debe dibujar una 
flecha en la dirección del campo eléctrico y la nueva posición de la 
tortuga en (—20,80). (Pista: Para simplificar las partes bh) y c) se 
recomienda utilizar componentes rectangulares para las posiciones 
y campos eléctricos. Puedes apuntar a la tortuga en la dirección 
del campo eléctrico mediante PONRUMBO HACIA LISTA 
COORX -- EX COORY + EY, donde EX y EY son las compo- 
nentes del campo eléctrico, y COORX y COORY, la posición 
actual de la tortuga.) 


Repite a) permitiendo que la tortuga coloque cualquier número de 
cargas. Puedes seguir la pista de las cargas construyendo una 
LISTA.CARGA. Por ejemplo, si LISTA.CARGA es [[30 40 10] 
[10 90 — 4]], hay una carga de 10 unidades en (30,40) y una carga 
de —4 en (10,90). 


Repite bh), sin permitir que la tortuga se mueva en cualquier 
posición del campo de cargas prefijadas, y haz que la tortuga siga 
la línea del campo eléctrico que pasa por ese punto. Por ejemplo, 
puedes ejecutar el siguiente procedimiento: 


PARA ARRANCAR 
PANTALLAGRAFICA 
INICIALIZA 

VE.A 80 -80 
PON.CARGA 50 
VE.A -90 -90 
PON. CARGA 20 
VE.A 40-90 
PON.CARGA -10 
VE.A 80 -85 
SIGUE .LINEA. CAMPO 
FIN 


donde SIGUE.LINEA.CAMPO mueve a la tortuga a lo largo de 
la línea del campo eléctrico hasta el punto (— 80,— 85). (Para 
detener la tortuga tienes que intentar: SI TECLA? [ALTO].) Si 
ejecutas este procedimiento, obtendrás la línea de campo que 
aparece en la figura 18.9. 


Figura 18.9.—Proyecto 6 


—— 201 


Apéndice A 


Datos astronómicos 


Datos físicos de la Tierra 


Radio = 6.3 x 10% m 
Masa = 6.0 x 102 kg 


Datos físicos del Sol 


Radio =6.9 x 108 m 
Masa =2.0 x 10% kg 


Datos físicos de la Luna 


Radio (Tierra=1)=0.0123 

Masa (Tierra=1)=0.27 

Gravedad superficial (Tierra=1)=0.16 
Velocidad de escape = 2,400 m/s 
Período = 27 días 

Distancia a la Tierra =0.4 x 10% m 
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Datos físicos de los planetas 


Distancia al Sol (x 10? 
MEÍOS). «ss 252. 
Radio (Tierra=1) ... 
Radio (x 103 m)..... 
Gravedad superf. (Tie- 
A 
Vel. de escape (x 10% 
metros/segundos) . . 
Masa (Tierra =1).... 
Temperatura (0K).... 
Duración del año 
(ADOS) 22560000000 
Velocidad de la órbita 


(105 ms). ..cum 


Mercurio 


Venus 


Posiciones de los planetas 
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Posición el día 1 de enero de 1985 


Mercurio 450 
Venus 3260 
La Tierra (0 
Matte 2680 
Júpiter 1940 
Saturno 1300 
Urano 1560 
Neptuno 170 
Plutón 1130 
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Mercurio 


La Tierra 
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Apéndice B 


Los Logos de Terrapin 
y Commodore 


Hay dos dialectos de Logo muy utilizados. El primero está representado por 
los Logos de Apple, Atari e IBM. El segundo por los de Krell, Terrapin y 
Commodore. Dentro de cada grupo existen pequeñas diferencias. En el libro se 
ha empleado el Logo de Apple/Atari/IBM y los programas correrán con poca o 
ninguna modificación. Sólo será necesario el comando HACIA para el Logo de 
Atari y el PIDE para el de Apple e IBM. También habrá pequeñas diferencias, 
como el uso de abreviaturas para algunos comandos, pero no deben producir 
ninguna dificultad. 

Los Logos de Krell, Terrapin y Commodore tienen algunas diferencias 
sintácticas, y para beneficiar a los usuarios hemos incluido en este apéndice una 
traducción al Logo de Terrapin de los programas más importantes del libro. Las 
modificaciones para los Logos de Krell y Commodore serán mínimas. La única 
diferencia importante entre los Logos de Terrapin y Commodore es que el de 
Commodore posee sprites y, por tanto, no necesita emplear el comando PIDE 
presentado en la introducción. Los usuarios del Logo de Commodore, al tener 
la ventaja de los sprites (comando TELL), no tiene que forzar a una tortuga 
con el trabajo de cuatro, como en el caso de los Logos de Apple, IBM, Terrapin 
y Krell. 


—== ¿05 


PIDE 
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El Logo de Terrapin no admite utilizar números como variables (aunque 
esto es válido en el Logo de Apple, Atari e IBM). No es posible HAZ 1 
“ALGO. Dado que lo que queremos es HAZ 1 [[0 0] 0] por ejemplo, es 
necesario utilizar un truco. En lugar de la variable 1 utilizaremos la variable 
PALABRA 1 “. (Observar el espacio después de las comillas). Este comando 
PALABRA asocia el 1 a la palabra vacía, dando lugar a una palabra que el 
Logo Terrapin aceptará como una variable. Por ejemplo, es correcto HAZ 
PALABRA 1 “ “ALGO. Si escribimos los nombres, vemos que “1 es ALGO. 
(Mientras que también sería posible HAZ “1 “ALGO, no podríamos tratar “1 
simultáneamente como una variable y un número. Esta es una característica 
necesaria del comando PIDE tal como se utiliza en este libro. Por tanto, el 
comando PIDE de abajo tiene alguna diferencia con el del apartado Nozas al 
usuario.) 


TO CENTRO.TODO 


LOCAL 'N 

MAKE "N "0 

REPEAT 4 [MAKE :N CLO O] O] MAKE "N WORD :N + 1 "] 
END 


TO PIDE :N :CMD 

MAKE ''RUMBO.POS.ANT LIST POS HEADING 
PU SETPOS FIRST THINF WORD :N " 

SETH LAST THING WORD :N " 


PD 

RUN : CMD 

MAKE WORD :N ' LIST POS HEADING 
PU 


SETPOS FIRST :RUMBO.POS.ANT 
SETH LAST :RUMBO.POS.ANT 

PD 

END 


TO SETPOS :LISTA 
SETXY FIRST :LISTA LAST :LISTA 
END 


TO POS 
OP LIST XCOR YCOR 
END 


Puedes observar que en nuestro comando PIDE utilizamos dos procedi- 
mientos, SETPOS y POS. Su uso no es necesario, pero hace al programa más 
legible. En los listados de abajo encontrarás ocasionalmente SETPOS y POS. 

Nota: Los listados de los programas que vienen a continuación son 


completos, con excepción de CENTRO.TODO, PIDE, SETPOS y POS. 


Estos procedimientos deben ser incluidos donde sea necesario. 


TO MAQUINA . SUMA . VECTORES 

HOME 

CS HT PD 

DIBUJA . VECTOR 

ENCUENTRA . RESULT 

PRINT [¿QUIERES OTRO EJEMPLO? (S O N)] 
MAKE "RESPUESTA RC 

IF :RESPUESTA = "S MAQUINA .SUMA. VECTORES 
END 


TO DIBUJA.VECTOR 

PRINT [INTRODUCIR MODULO (ESPACIO) DIRECCION.] 
MAKE "VEC RQ 

SI :VEC = [] STOP 

SETH LAST :VEC 

FORWARD FIRST :VEC 

DIBUJA. CABEZA 

DIBUJA.VECTOR 

END 


Oo 0 0 


TO ENCUENTRA . RESULT 
SETH TOWARDS O O 
RIGHT 180 


O PRINT [VECTOR RESULTANTE] 

(PRINT [MODULO =] DISTANCIA.DESDE.CENTRO [DIRECCION 
O) =] HEADING) 

MAKE "CABEZA POS 

PU HOME 


SETH TOWARDS FIRST :CABEZA LAST :CABEZA PD 
SETPOS : CABEZA 


O | DIBUJA.CABEZA 
END 

O 
TO DIBUJA.CABEZA 
RIGHT 25 

O ' BACK 15 FORWARD 15 
LEFT 50 

O | BACK 15 FORWARD 15 
END 


TO DISTANCIA .DESDE.CENTRO 
OP SQRT (SQ XCOR) + SQ YCOR 


END 
O TO SQ :N 
OP Nx :N 
0) END 


TO EQUILIB :P :ARG.F :ARG.T 
HOME 

BACK :P 

MAKE "VIEJA.POS POS 

PASO 10 

C(PRINT [F =] DIST.ENTRE POS :VIEJA.POS) 
SETH :ARG.T 

MAKE '"T DIST.ENTRE POS [O 0] 
(PRINT ET =] :T) 

SETH :ARG.T 

FORWARD :T 

END 


TO PASO :S 

IF :S < 0.01 STOP 
SETH :ARG.F 
FORWARD :S 


SETH TOWARDS O O 

IF HEADING < :ARG.T SETH :ARG.F BACK :S MAKE 'S 
:S/2 

PASO :S 

END 


TO DIST.ENTRE :P1 :P2 

OP SQRT (SQ (FIRST :P1) -— FIRST :P2) + SQ (LAST 
:P1) - LAST :P2 

END 


TO SQ :X 
OP :X * :X 
END 


TO ARRANCAR 
EQUILIB 60 45 270 
END 


! t 

O ; TO CAIDA.LIBRE :ALTURA de 
CS PD | 

O : DIBUJA.TIERRA O 
PU 
¡ SETY :ALTURA 

O | MAKE "ACC 0.5 de 
¡MAKE "VEL O | 

O | MAKE "TIEMPO O ¡ O 
¡; RIGHT 180 

O: PD ¡O 
; PASO 
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o. 0 


Y YU Y 0 0 0 Q9 Y 


PRINT " 
PRINT [LA TORTUGA HA ATERRIZADO] 
END 


TO DIBUJA.TIERRA 

PU SETPOS [-100 O] PD 
SETPOS [100 0] 

HOME PU 

END 


TO PASO 

(PRINT "TIEMPO :TIEMPO "VELOCIDAD :VEL "DISTANCIA 
CALTURA - YCOR)) 

IF YCOR < O STOP 

FORWARD :VEL 

MAKE "VEL :VEL + :ACC 

MAKE "TIEMPO :TIEMPO + 1 

PASO 

END 


TO ARRANCAR 
CAIDA.LIBRE 50 
END 


TO MEJOR.CAIDA.LIBRE :ALTURA 
CS PD 

DIBUJA . TIERRA 

PU 

SETY :ALTURA 

MAKE "ACC 0.5 

MAKE "VEL O 

MAKE "TIEMPO O 

RT 180 

PD 

PASO :VEL :TIEMPO 

PRINT " 

PRINT [LA TORTUGA HA ATERRIZADO] 
END 


TO DIBUJA.TIERRA 

PU SETPOS [-100 O] PD 
SETPOS [100 01] 

HOME PU 

END 


TO PASO :VEL :TIEMPO 
C(PRINT "TIEMPO :TIEMPO "VELOCIDAD :VEL "DISTANCIA 
(ALTURA - YCOR)) 


IF YCOR < O STOP 

FORWARD :VEL + :ACC / 2 
PASO :VEL + :ACC :TIEMPO + 1 
END 


TO ARRANCAR 
MEJOR.CAIDA.LIBRE 50 
END 


TO SUPER.CAIDA.LIBRE 
CS PD 

DIBUJA.TIERRA 

PU 

SETY ALTURA 

MAKE "ACC 0.5 

MAKE "VEL O + :ACC / 2 
MAKE "TIEMPO O 

RT 180 

PD 

PASO :VEL :TIEMPO 
PRINT " 

PRINT [LA TORTUGA HA ATERRIZADO] 
END 


TO DIBUJA.TIERRA 

PU SETPOSL-100 O] PD 
SETPOS [100 0] 

HOME PU 

END 


TO PASO :VEL : TIEMPO 

CPRINT "TIEMPO :TIEMPO "VELOCIDAD :VEL "DISTANCIA 
(ALTURA — YCOR)) 

IF YCOR < O STOP 

FORWARD :VEL 

PASO :VEL + :ACC :TIEMPO + 1 

END 


TO ARRANCAR 
SUPER.CAIDA.LIBRE 50 
END 


TO PROYECTIL VELOCIDAD :ANGULO :GRAVEDAD 
HT DIBUJA.TIERRA 

MAKE "VX :VELOCIDAD * COS :ANGULO 

MAKE "VY :VELOCIDAD * SIN :ANGULO 


PASO :VX :VY 
(PRINT LALCANCE =] XCOR + 130) 
END 
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TO DIBUJA.TIERRA 


I ! 
1 MO) 

O 1 Pu SETXY 130 (-50) | 
¡PD SETXY - 130 (-50) 

Oi END ¡8 
| 

O | TO PASO :VX :VY Ne 
; SETH 90 FD :VX 

O | SETH O FD :VY O 
¡IF YCOR < - 50 STOP 
¡PASO :VX :VY - :GRAVEDAD 

O END 3 
I 

O ' TO ARRANCAR ES 
¡PROYECTIL 9 45 0.4 

O | END O 
| 1 


TO PROYECTIL.EXACTO :VELOCIDAD :ANGULO : GRAVEDAD 

HT DIBUJA.TIERRA 

MAKE "VX :VELOCIDAD * COS :ANGULO 

MAKE "VY :VELOCIDAD * (SIN :ANGULO) - :GRAVEDAD / 2 
PASO :VX :VY 

(PRINT [ALCANCE =] XCOR + 130) 

END 


TO DIBUJA.TIERRA 
PU SETXY 130 (-50) 
PD SETXY - 130 (-50) 


END 


TO PASO :VX :VY 

SETXY XCOR + :VX YCOR + :VY 
IF YCOR < - 50 STOP 

PASO :VX :VY - GRAVEDAD 
END 


TO ARRANCAR 
PROYECTIL.EXACTO 9 45 0.4 
END 


TO ROZA.PROYECTIL :VELOCIDAD :ANGULO :GRAVEDAD 
HT DIBUJA.TIERRA 


O ! MAKE "ROZAM 0.1 
¡ MAKE '""VX :VELOCIDAD * COS :ANGULO 

O 1 MAKE "VY :VELOCIDAD * SIN :ANGULO MEE 
¡PASO :VX :VY 

o | CPRINT [ALCANCE =] XCOR + 130) NE 
END ] 


O TO DIBUJA. TIERRA O 
PU SETXY 130 (-50) 
o) PD SETXY - 130 (-50) o 


1 
1 
I 
I 
Ú 
1 
1 
I 
I 
! 
l 
l 
1 
4) 
I 
1 
1 
Ú 
' 
t 
' 
1 
! 
I 
1 
| 
l 
t 
l 
1 


END 


TO PASO :VX :VY 

SETXY XCOR + :VX YCOR + :VY 

IF YCOR < - 50 STOP 

PASO (23VX - :ROZAM * :VX) (2VY - :ROZAM * :VY — 
GRAVEDAD) 

END 


TO ARRANCAR 
ROZA.PROYECTIL 9 45 0.4 
END 


TO TRC :VOLTAJE +0 
MAKE "ACELERACION 0.33 * :VOLTAJE 
CLEARSCREEN o 
HT FULLSCREEN 
DIBUJA . PANTALLA 
DIBUJA. PLACAS ES 
SETXY - 130 0 
PD ST O 
PASO 4 0 | 
SPLITSCREEN LO 
PRINT [VA DE NUEVO (S/N)2] ? 
IF RC = "S THEN PRINT [QUE VOLTAJE?] STOP : 
MAKE ""V FIRST RQ e 
TRC :V 
END ¡O 
TO DIBUJA.PANTALLA LO 
PU SETXY 130 (-120) 
PD ¡ 
SETH O FD 120 LT 90 FD 5 BK 5 RT 90 FD 120 | O 
PU 
END 130 
TO DIBUJA.PLACAS 
SETXY - 40 (-40) e, 
SETH 90 
REPEAT 2 [PD FD 80 LT 90 PU FD 80 LT 901] ¡O 
IF : VOLTAJE > O THEN DIBUJA.MAS O 50 DIBUJA MENOS O! 
(-50). ELSE DIBUJA.MAS O (-50) DIBUJA.MENOS O 50 O 
END 
TO DIBUJA.MAS :X :Y e 
SETXY ¿X sY 
PD SETH O O 
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O FD 6 BK 12 FD 6 O 
SETH 90 
O FD Ó BK 12 FD 6 O 


| 
| ] 
' | 
| | 
| | 
; TO PASO :VX :VY 
¡IF XCOR > 130 STOP | 
| 
t 1 
I t 
l 4 
I ' 
t t 
| 
] ) 
. ! 
1 ' 
] 
| I 
I l 


SETXY XCOR + :VX YCOR + :VY 
PASO :VX :VY + ACCY 
END 


TO ACCY 
IF (ABS XCOR) < 40 THEN OP :ACELERACION ELSE OP O 
END 


TO ABS :NUM 
IF (:NUM < 0) THEN OP - :NUM ELSE OP :NUM 
END 


TO PROYECT.DT :VELOCIDAD :ANGULO :GRAVEDAD 
HT 

DIBUJA.TIERRA 

MAKE "DT 0.1 

MAKE "VX :VELOCIDAD * COS :ANGULO 

MAKE "VY : VELOCIDAD * SIN :ANGULO 

PASO :VX :VY 

(PRINT [RANGO =] (XCOR + 130)) 

END 


t 
l 
] 
| 
' 
t 
I 
1] 
1] 
| 
| 
TO PASO :VX :VY 
INC.XY :VX * :DT :VY * :DT ; 
IF YCOR < - 50 STOP | 
PASO :VX :VY - :GRAVEDAD * :DT 
END 
1 
' 
] 
1 
! 
| 
1 


TO DIBUJA.TIERRA 

PU SETXY 130 (-50) 
PD SETXY - 130 (-50) 
END 


TO INC.XY :DX :DY 
SETXY XCOR + :DX YCOR + :DY 
END 
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TO ARRANCAR 


1 
1 
' 
! 
' 
I 
' 
1 
k 
' 
1 
! 
1 
! 
i 
1 
! 
1 
1 
I 
1 
1 
' 
' 
1 
1 
1 
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TO PROYECT.ESCALA :VELOCIDAD :ANGULO :GRAVEDAD 


(PRINT [RANGO =1] (XCOR + 130) / :ESCALA) 


INC.XY :VX * ¿DT * :ESCALA :VY * LDT * :ESCALA 


O ' PROJECT.DT 70 45 32 
¡END 
O! HT 
¡  DIBUJA.TIERRA 
O ' MAKE "DT 0.1 
¡MAKE "ESCALA 0.25 
O | MAKE "VX :VELOCIDAD * COS :ANGULO 
MAKE "VY :VELOCIDAD * SIN :ANGULO 
| PASO :VX :VY 
O). 
¡END 
O; 
¡ TO PASO :VX :VY 
sá ¡IF YCOR < - 50 STOP 
o | PASO :VX :VY - :GRAVEDAD * :DT 
END 
! 
O | TO DIBUJA.TIERRA 
PU SETXY 130 (-50) 
O ' PD SETXY - 130 (-50) 
¡END 
O 1 TO INC.XY :DX :DY 
¡ SETXY XCOR + :DX YCOR + :DY 
Oi END 
1 
O ! TO ARRANCAR 
¡ PROJECT.ESCALA 70 45 10 
o | END 


TO ESCAPE :VEL :MASA 
HOME WRAP 

CS FULLSCREEN 

MAKE "RADIO 40 
DIBUJA.TIERRA :RADIO 
SETH O 

MAKE Y :RADIO 

ST 

PASO :VEL + ACC / 2 
PENCOLOR 1 
SPLITSCREEN PRINT [PLAEF!] 
END 


TO PASO :VEL 


O $ IF ALLOF ¿VEL < 0 :Y < 279 PENCOLOR O pe 
el IF :Y < :RADIO STOP 
; FD ¿VEL ya 
lO MAKE "Y :Y + :VEL 
O | PASO :VEL + ACC Ne 
¡ END 
O ' I 
TO AGE de 
DP MASA £ 131 + 2N) ( 
O 1 END ¡O 
| 
O: TO CIRCULO :RAD O 
MAKE "PI 3.14159 
PU FD :RAD RT 90 PD LT 15 
O | REPEAT 12 [RT 30 FD 2 * :PI * :RAD / 12] 

o LT9O- 14 pe 
END i 
E] O 
; TO DIBUJA.TIERRA :RADIO 
O !  CIRCULO :RADIO O 
END | 
oO; O 
¡TO a 
ESCAPE 6. 
ade END | O 


O ¡ TO ESCAPE.ESCALA :VELOCIDAD :MASA RADIO ¡O 
¡HOME WRAP | 
O ' CS FULLSCREEN O 
1; MAKE "G 6.67N11 
O ! MAKE "ESCALA 50 / :RADIO O 
¡ DIBUJA.PLANETA :RADIO * :ESCALA 
SETHO 
O 1 MAKE "Y :RADIO pe 
¡ MAKE "DT ¿RADIO / (5 * :VELOCIDAD) 
¡A O 
¡PASO VELOCIDAD + :DT * ACC / 2 
O | PENCOLOR 1 Es 

t 
¡; SPLITSCREEN PRINT [PLAFF!] ] 
o' END | O 
t ' 
¡TO DIBUJA.PLANETA :R 
O '  CIRCULO :R O 
END 
O! ES 
¡TO CIRCULO :RAD 
: MAKE "PI 3.14159 ] 
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HT CS 

PU FD :RAD RT 90 PD LT 15 

REPEAT 12 [RT 30 FD 2 *x :PI * :RAD / 12] 
LT 90 =- 15 

END 


TO PASO :VEL 

IF ALLOF :VEL < O (:Y < 279 / :ESCALA + :RADIO) 
PENCOLOR O 

IF :Y < :RADIO STOP 

FD :VEL * :DT * :ESCALA 

MAKE "Y :Y + :VEL * :DT 

PASO :VEL + :DT * ACC 

END 


TO ACC 
OP - :G * ¿MASA / (:Y * :1 
END 


TO ARRANCAR 
ESCAPE.ESCALA 10300 5.99995E24 6300000 
END 


TO ORBITA :X :Y :VEL :DIR 

CS HT 

MAKE "MASA 4000 

CIRCULO 20 

PENUP 

SETX =X SETY 3Y 

ENCUENTRA .R 

MAKE "VX (:VEL * SIN :DIR) + ACCX / 2 
MAKE "VY (:VEL * COS :DIR) + ACCY / 2 
FULLSCREEN PENDOWN 

PASO :VX :VY 

END 


TO ENCUENTRA.R 

MAKE '""R SQRT ((SQ XCOR) + SQ YCOR) 
MAKE "R3 :R Xx ¿RX :R 

END 


TO SQ :X 
OP :X * :X 
END 


TO PASO :VX :VY 
INC.XY :VX :VY 
ENCUENTRA .R 


OOO OO Goo úé ICG O a 


O 


O 


PASO :VX + ACCX :VY + ACCY 
END 


TO INC.XY :DX :DY 
SETXY XCOR + :DX YCOR + :DY 
END 


TO ACCX 
OP -— :MASA * XCOR / :R3 
END 


TO ACCY 
OP — :MASA * YCOR / :R3 
END 


TO CIRCULO :R 

MAKE "PI 3.14159 

HT PU HOME 

FD :¿R RT 90 PD LT 15 

REPEAT 12 [RT 30 FD 2 * :PI * :R/ 12] 
LT (90 - 15) 

END 


TO CIRCULAR 
ORBITA 50 0 8.9 0 
END 


TO ELIPSE 
ORBITA 120050 
END 


TO COMETA 
ORBITA - 150 - 90 8 31 
END 


O 


o 0 


TO NUEVA.ORBITA :X :Y :VELOC :DIR 

CENTRO .TODO 

CS 

MAKE "MASA 4000 

PENUP 

SETXY LIST :X :Y 

PIDE 1 [PENUP HT HOME PENDOWN SETH :DIR FD :VELOC] 
FULLSCREEN PENDOWN HT 

PASO 

END 


TO PASO 
SETH :DIR 
FD :VELOC 


CAMBIA. VEL 
PASO 
END 


TO CAMBIA .VEL 

SETH TOWARDS O O 

MAKE "ACC.ANGULO HEADING 

MAKE "ACC :MASA / ((SQ XCOR) + SQ YCOR) 
PIDE 1 ESUMA.ACC] 

END 


TO SUMA .ACC 

SETH ACC.ANGULO 

FD :ACC 

MAKE ''VELOC SQRT (SQ XCOR) + SQ YCOR 
SETH TOWARDS O O RT 180 

MAKE "DIR HEADING 

END 


TO SQ :X 
OP X * :X 
END 


TO ARRANCAR 
NUEVA .ORBITA 120 0 4 O 
END 


í 
I 
1 
1 
I 
1 
1 
1 
1 
i 
' 
1 
1 
' 
' 
1 
1 
1 
1 
' 
! 
! 
1 
I 
1 
' 
I 
í 
! 
1 
1 
' 
' 
1 
I 
1 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
! 
! 
! 
1 
' 
! 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


| 1 

O 1 TO ORBITA.CIR :R ¡O 
CS CENTRO 

O! MAKE ''X :R MAKE "Y O no) 
MAKE "DIRECCION O 

O MAKE '"TIEMPO O Lo 
; MAKE "RADIO.SOL 6.91998E8 

6 MAKE 'MASA.SOL 2E30 o 
¡MAKE "G 6.67N11 
¡MAKE "ESCALA 119 / MARTE 

O ¡MAKE "VELOC SQRT :G * :MASA.SOL / :R x 
¡MAKE "DT 8 / C(:VELOC * :ESCALA) : 

O '  CIRCULO :RADIO.SOL * :ESCALA Ha! 
o PU SETX :R * :ESCALA- 

o | ENCUENTRA.R o 
MAKE "VX (¿VELOC * SIN :DIRECCION) + :DT * ACCX / 2! 
; MAKE ""VY (¿VELOC *- COS :DIRECCION) + :DT *-ACCY / 2 |! 

O 1 FULLSCREEN PD 1 
PASO :VX :VY 

O |. SPLITSCREEN PRINT :TIEMPO / (24 x 60 * 60) ¡O 
! END ! 
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TO PASO :VX :VY 

IF RC? STOP 

MAKE "X :X + :VX * :DT 

MAKE "Y ¿Y + :VY * :DT 

SETXY (23X * ESCALA) (2Y * :ESCALA) 
MAKE "TIEMPO : TIEMPO + :DT 

ENCUENTRA .R 

PASO :VX + ACCX * :DT :VY + ACCY * :DT 
END 


TO ENCUENTRA .R 

MAKE '"'R SQRT (SQ :X) + SQ :Y 
MAKE "R3 :R * :R * 3R 

END 


TO SQ :X 
OP :X * :X 
END 


TO ACCX 
OP -— :G * :MASA.SOL * :X / :R3 
END 


TO ACCY 
OP - :G * :MASA.SOL * :Y / :R3 
END 


TO CIRCULO :R 

MAKE "PI 3.14159 

HT PU HOME 

FD :R RT 90 PD LT 15 

REPEAT 12 [RT 30 FD 2 * :PI* :R/ 12] 
LT (90 - 15) 

END 


TO MERCURIO 
OP 5.79997E10 
END 


TO VENUS 
OP 1.08E11 
END 


TO TIERRA 
OP 1.5511 
END 


TO MARTE 
OP 2.3511 
END 


O 


O 


O 


O 


O 


O 


e) 


O 


O 


TO JUPITER 
OP 7.78E11 
END 


TO SATURNO 
OP 1.43E12 
END 


TO URANO 
OP 2.87E12 
END 


TO NEPTUNO 
OP 4.49996E12 
END 


TO PLUTON 
OP 5.89995E12 
END 


TO PLANETAS :RO :R1 :R2 :R3 
CENTRO .TODO 

CS FULLSCREEN ST 

MAKE "PI 3.14159 

MAKE "R (SE :RO :R1 :R2 :R3) 
MAKE ''NUM.TORTUGA LO 1 2 3] 
MAKE '"MASA.SOL 2E30 

MAKE ''G 6.67N11 

MAKE "ESCALA 119 / MARTE :R 
MAKE "v E] 

MAKE ''ANGULO [1] 
PON.VELOCIDADES :R 

MAKE "DT 8 / C((MAX :V) * :ESCALA) 
PON.LUGAR :R :NUM. TORTUGA 
PON.ANGULO :R :V 

PD HT 

DIBUJA.ORBITAS :V :NUM.TORTUGA 
END 


TO PON.VELOCIDADES :R 
IF EMPTY? :R THEN STOP 
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MAKE '"V LPUT SQRT (:G * :MASA.SOL / FIRST :R) :V O 

PON.VELOCIDADES BF :R 

END O 

TO PON.LUGAR :R :NUM. TORTUGA O 

IF EMPTY? :R STOP 

PIDE FIRST :NUM.TORTUGA [PU SETX :ESCALA * FIRST :R o 
PD] 


220 —— 


O 


ÓÚó 00 6 € 06.8 YU Y $9. 4-0 E 


o 0 


O 


PON.LUGAR BF :R BF :NUM. TORTUGA 
END 


TO PON.ANGULO :R :V 

IF EMPTY? :R STOP 

MAKE "ANGULO LPUT (360 * :DT * FIRST :V) / (2 * :PI 
* FIRST :R) ANGULO 

PON.ANGULO BF :R BF :V 

END 


TO DIBUJA.ORBITAS :V :NUM. TORTUGA 
GIRA :NUM.TORTUGA : ANGULO 

PASO :V :NUM. TORTUGA 
DIBUJA.ORBITAS :V :NUM.TORTUGA 
END 


TO GIRA :NUM.TORTUGA :ANG 

IF EMPTY? :NUM.TORTUGA THEN STOP 

PIDE FIRST :NUM.TORTUGA [LT FIRST :ANG] 
GIRA BF :NUM.TORTUGA BF :ANG 

END 


TO PASO :V NUM. TORTUGA 

IF EMPTY? :NUM.TORTUGA THEN STOP 

PIDE FIRST :¿NUM.TORTUGA LFD (FIRST :V) * :DT * 
ESCALA] 

PASO BF :V BF :NUM. TORTUGA 

END 


TO MERCURIO 
OP 5.7999710 
END 


TO VENUS 
OP 1.08E11 
END 


TO TIERRA 
OP 1.5511 
END 


TO MARTE 
OP 2.3E11 
END 


TO JUPITER 
oP 7.7811 
END 


TO SATURNO 
OP 1.43E12 
END 


O 


O 


o 0 e 
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TO URANO 
OP 2.8E12 
END 


TO NEPTUNO 
OP 4.4999612 
END 


TO PLUTON 
OP 5.89995E12 
END 


TO ARRANCAR 
PLANETAS MERCURIO VENUS TIERRA MARTE 
END 


TO VOYAGER :XO :YO :VO :ANGO :X1 :V1 
CENTRO.TODO 

MAKE "MASA 8000 

Cs PU 

SETXY :XO :YO 

PIDE 1 [PU SETPOS LIST :X1 O PD] 
ENCUENTRA .R 

MAKE "VX (:VO * SIN :ANGO) + ACCX / 2 
MAKE '""VY C(:VO *- COS :ANGO) + ACCY / 2 
FULLSCREEN PD HT 

PASO :VX :VY :X1 

END 


TO PASO :VX :VY :X1 

PD 

SETXY :X0 :YO 

PIDE 1 ESETXY :X1 0] 

MAKE "XO :X0 + :VX 

MAKE "YO :YO + :VY 

ENCUENTRA .R 

(PRINT [VELOC =] SQRT ((SQ :VX) + SQ :VY)) 
PASO :VX + ACCX :VY + ACCY DT :X1 + :V1 
END 


TO ENCUENTRA .R 
MAKE "R SQRT ((SQ (:X0— :X1)) + SQ :Y0) 
MAKE "R3 :R * Rx 3R 


END 

TO ACCX 

OP — :MASA * C(:XO -— :X1) / :R3 
END 
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TO ACCY 


O | OP - ¿MASA * :YO / :R3 pa 
END 
O! ¡O 
TO SQ :X 
O 1 0P:X*:% O 
¡END 

| O 
O | TO ARRANCAR 
¡VOYAGER - 120 (-110) 10 60 120 (-8) 
O | END 9) 


TO COHETE :VR :M :MM 
WRAP 

SETXY OO 

HOME RT 90 

PASO O 

END 


TO PASO :V 

FORWARD :V 

PASO :V + :M x% :VR / :MM 
END 


TO ARRANCAR 
COHETE 10 5 1000 
END 


TO REACTOR :VR :M :MM 
WRAP 

SETXY 0 0 

HOME RT 90 

PASO O 

END 


TO PASO :V 

FORWARD :V 

PASO :V + :Mx* (VR -— :V) / :MM 
END 


TO ARRANCAR 
REACTOR 10 5 1000 
END 


TO COHETE.Y.REACTOR :VR :M :MM 
WRAP PU HT 
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CENTRO. TODO 

PIDE O [SETXY O 8 RT 90] 
PIDE 1 E[SETXY O (-8) RT 90] 
PD 

MAKE "TIEMPO O MAKE "DT 1 
MAKE "ESCALA 10 

PASO O O 

END 


TO PASO :VO :V1 

PIDE O LFORWARD :VO] 

PIDE 1 [FORWARD :V1] 

PIDE 2 ESETXY (TIEMPO - 120) (:VO * :ESCALA)1 

PIDE 3 E[SETXY (: TIEMPO - 120) (:V1 *- :ESCALA)1 

MAKE "TIEMPO :TIEMPO + :DT 

(PRINT ''COHETE :VO ' "REACTOR :V1) 

PASO C:VO + :M * :VR / :MM) (2:41 + :M* (VR - :V1) 
/ :MM) 

END 


TO ARRANCAR 
COHETE .Y.REACTOR 5 5 300 
END 


TO OSC :AMP 
MAKE ""W 0.5 
PU SETXY O :AMP 


TO PASO :VEL 

FORWARD :VEL 

PASO :VEL -— :W * :W * YCOR 
END 


TO ARRANCAR 
osc 50 
END 


TO TIEMPO.OSC :AMP 
MAKE "W 0.1 

MAKE "DT 1 

PU SETXY O :AMP 

HT PD 

PASO O 

END 


TO PASO :VEL 


I ! 

O | FORWARD :VEL pa 
¡ RT 90 ] 

O ¡ FORWARD :DT ¡O 
| LT 90 

O : PASO :VEL -— :W * :W * YCOR O 
¡END l 
4 I 

O | TO ARRANCAR ES 
| TIEMPO.OSC 50 

O; END 1 O 


TO PRED :CONEJOS : ZORROS 
CS PU HT 

MAKE "A 0.04 

MAKE "B 0.04 

MAKE 'C 4N4 

MAKE "D 4N4 

MAKE 'CON : CONEJOS 

MAKE "ZOR :ZORROS 

PD 

DIBUJA.EJES 

SETXY :CON - 100 :ZOR - 100 
PD FULLSCREEN 

PASO :CON :ZOR 

END 


TO DIBUJA.EJES 

PU FULLSCREEN 
SETXY - 100 (-100) 
SETH 90 

PD FORWARD 200 
DIBUJA. FLECHA 

PU FORWARD 15 
ESCRIBE.C 

SETXY - 100 (-100) 
SETH O PD FORWARD 200 
DIBUJA . FLECHA 

PU FORWARD 10 
ESCRIBE.Z 

END 


TO DIBUJA. FLECHA 

RT 30 BK 10 FD 10 LT 60 BK 10 
FD 10 RT 30 

PU 

END 


TO ESCRIBE.C 
SETH 270 
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PD FD 4 RT 60 FD 2 RT 30 FD 3 RT 30 FD 2 RT 60 FD 4 


TO ESCRIBE.Z 

SETH O 

PD FD 1 RT 90 FD 4 RT 135 FD 6 LT 135 FD 4 PU 
END 


TO PASO :CON :ZOR 

SETXY :CON — 100 :ZOR - 100 

MAKE ''CM C(:A * :CON) -(:C * :CON * :ZOR) 
MAKE ''ZM (- :B *-:ZOR) + (:D * :CON * :ZOR) 
PASO :CON + :CM :ZOR + :ZM 

END 


TO ARRANCAR 
PRED 40 80 
END 
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TO BIG.BANG 

MAKE "VO COGE.AZAR 

MAKE ''V1 COGE.AZAR 

MAKE "V2 COGE.AZAR 

MAKE '"V3 COGE.AZAR 

MAKE ""V.LIST (SE :VO :V1 :V2 :V3) 
MAKE "V O 

CLEARSCREEN PU 

PON.EN.ARRANQUE O 


TO PASO 

PIDE O [FD (:VO -— :V)1 

PIDE 1 [FD (:V1 - :W0]1 

PIDE 2 LFD (:V2 -— :19)] 

PIDE 3 [FD (:V3 -— :9] 

IF RC? THEN MAKE "V ITEM (1 + FIRST RC) :V.LISTA 
PASO 

END 


TO COGE.AZAR 
OP (1 + AZAR 100) / 2 
END 


TO PON.EN.ARRANQUE :N 
IF :N > 3 STOP 
MAKE WORD ' :N EE-120 0] 901] 
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PON.EN.ARRANQUE :N + 1 
END 


TO PIDE :N :CMD 

PU SETPOS FIRST THING WORD '" :N 
SETH LAST THING WORD " :N 
DIBUJA.TORTUGA [PENCOLOR 0] 

PD 

RUN :CMD 

DIBUJA.TORTUGA [PENCOLOR 1] 
MAKE WORD ' :N LIST POS HEADING 
END 


TO DIBUJA.TORTUGA :CMD 
PD 

RUN :CMD 

LT 45 

REPEAT 4 [FD 5 RT 90] 
RT 45 

END 


TO ARRANCAR 
BIG.BANG 
END 


l i 
TO DESIN 

o : CENTRO.TODO Lo 
¡ CLEARSCREEN HT 
|. PRINT [LA PROBABILIDAD DE DESINTEGRACION ES DE 1 EN | 

o (2)] a 
¡o MAKE "SUERTE FIRST REQUEST 

O ¡ MAKE "NUMERO 30 5) 
MAKE "TIEMPO O 

O | MAKE "N.DESIN O O 
¡ MAKE "N.ESCALA 4 MAKE "T.ESCALA 6 
; MAKE "X_CAJA (-130) MAKE "Y.CAJA (-50) o 

O 1 MAKE "TAMAÑO 4 MAKE "SEPARACION 9 
¡CAJAS :X.CAJA :Y.CAJA :TAMAÑO :SEPARACION NUMERO 

O + CAJAS :X.CAJA :Y.CAJA :TAMAÑO + 1 0.75 * :TAMAÑO e 
: SEPARACION :NUMERO : 

O | MAKE.ESTADO :NUMERO O 
¡  DIBUJA.EJES 

o | PIDE 1 [HT PU SETPOS LIST :X.CAJA :NUMERO * LO 
¿N.ESCALA PD] 
PIDE 2 [HT PU SETPOS LIST ':X.CAJA :NUMERO * 

o | :N.ESCALA PD] ES 
PASO :NUMERO ? 

o: END ¡O 


oo <o<co oO 


TO PASO :N 

CICLO O 

MAKE "TIEMPO :TIEMPO + 1 

PIDE 1 [SETXY (:X.CAJA + T.ESCALA * :TIEMPO) 
(:3N.ESCALA * (¿NUMERO — :N.DESIN)] 

PIDE 2 [SETXY :9 X.CAJA + :T.ESCALA * :TIEMPO) 
(YCOR — (YCOR / :SUERTE))] 

(PRINT [TIEMPO =] :TIEMPO [NUM.DESIN =] :N.DESIN) 

PASO :N 

END 


TO MAKE.ESTADO :N 

MAKE "ESTADO [] 

REPEAT :N [MAKE "ESTADO FPUT "R :ESTADO] 
END 


TO DIBUJA.EJES 

PU SETXY :X.CAJA :N.ESCALA * :NUMERO 
PD SETXY :X.CAJA O 

RT 90 FD 300 

END 


TO CICLO :N 

IF :N = :NUMERO THEN STOP 

IF ALLOF (FIRST :ESTADO) = "R (RANDOM :SUERTE) = O 
THEN MAKE "ESTADO (LPUT "S BF :ESTADO) (EMITE 
:N) ELSE MAKE "ESTADO (LPUT (FIRST :ESTADO) (BF 
:ESTADO)) 

CICLO :N + 1 

END 


TO EMITE :N 

CAJA C(:X.CAJA + :N * :SEPARACION) (:Y.CAJA + 
TAMAÑO + 1) (0.75 * :TAMAÑO) [PD PENCOLOR 0] 

PENCOLOR 1 

PD SETH (-30 + RANDOM 61) FD 40 PU 

MAKE "N.DESIN :N.DESIN + 1 

END 


TO CAJAS :X :Y :TAMAÑO :SEP :N 

IF :N = O THEN STOP 

CAJA :X :Y :TAMAÑO [PENDOWN] 

CAJAS :X + :SEP :Y :TAMAÑO :SEP :N - 1 
END 


TO CAJA :X :Y :TAMAÑO :CMD 

SETH O 

PU SETXY (:X - :TAMAÑO / 2) (:Y - :TAMAÑO / 2) 
RUN : CMD 

REPEAT 4 EFD :TAMAÑO RT 90] 

END 


o 0 


O 


¡; TO ARRANCAR : 
O ¡1 DESIN.RAD O 
; END 


TO VIDA.MEDIA 
MAKE "P TOMA.P 
DIBUJA.EJES 
SETXY 0 O PD 
PASO O 100 

END 


TO TOMA.P 

PRINT [PROBABILIDAD DE DESINTEGRACION = ?] 
OP FIRST REQUEST 

END 


TO PASO :TIEMPO :N 

SETXY XCOR + 1 :N 

IF :N < 50 THEN (PRINT [VIDA MEDIA =] :TIEMPO) STOP 
PASO ¿TIEMPO + 1 :N — :P * :N 

END 


TO PUENTE :P 

CS PU HOME 

MAKE ''DEN :P / 200 
MAKE "HOR 50 

MAKE 'DX 10 

MAKE "YO (-50) 
MAKE “'INC.PENDIENTE :DEN * :DX / :HOR 
SETXY O :YO 

PD PASO O 1 1 

PASso O 1 (-1) 

END 


TO PASO :PENDIENTE :CONTADOR SIGNO 

SETXY (XCOR + :DX * :SIGNO) (YCOR + :DX * 
: PENDIENTE) 

MAKE '"'ALTURA YCOR - :YO 

BK :ALTURA FD :ALTURA 

IF :CONTADOR = 10 THEN BK :ALTURA SETX O STOP 

PASO :PENDIENTE + :INC.PENDIENTE :CONTADOR + 1 
: SIGNO : 

END 


TO ARRANCAR 
PUENTE 200 
END 
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TO CAT :P 

PU 

MAKE "DEN :P / 200 
MAKE "HOR 50 
MAKE "DX 10 

MAKE "YO (-50) 
SETXY O :YO 

PD 

PASO.CAT 0 1 1 
PASO.CAT 0 1 (-1) 
END 


TO PASO.CAT :PEND :CONT :SIGN 

SETXY (XCOR + :DX * :SIGN) C(YCOR + :DX *x :PEND) 
IF :CONT = 10 THEN PU SETXY O :YO PD STOP 

MAKE "DS SQRT (SQ :DX) + SQ :DX * :PEND 

MAKE "INC.PEND ¿DEN * :DS / :HOR 

PASO.CAT :PEND + :INC.PEND :CONT + 1 :SIGN 

END 


TO ARRANCAR 
CAT 200 


END 


TO ARQUERO :PROF :R 


CS PU HT HOME 

MAKE "N 1.33 
DIBUJA.AGUA 

SETY - :PROF 

SETH :R 

PD FD DIST.AL.AGUA 
FD 100 BK 100 

SETH 1 

FD 100 

END 


TO DIBUJA.AGUA 
PD RT 90 FD 100 BK 200 HOME PU 
END 


TO DIST.AL.AGUA 
OP :PROF / COS :R 
END 


TO 1 

MAKE "SENO.1I :N * SIN :R 

OP ATAN :SENO.1 SQRT (1 — SQ :SENO.1) 
END 


TO ARRANCAR 
ARQUERO 70 40 
END 


TO PROF.APARENTE :PROFUN 

NUEVO.ARQUERO :PROFUN 20 

NUEVO.ARQUERO :PROFUN (-20) 

(PRINT [PROFUNDIDAD APARENTE =] (-YCOR)) 
(PRINT [PROFUNDIDAD REAL =] :PROFUN) 

END 


TO NUEVO.ARQUERO :PROFUN :1I 
PU HOME HT 

MAKE "N 1.33 
DIBUJA . AGUA 

SETY - :PROFUN 
SETH :1 

PD FD DIST.AL.AGUA 
SETH R 

FD 100 BK 100 

BK DIST.AL.EJE.Y 
END 


TO DIBUJA.AGUA 
PD RT 90 FD 100 BK 200 HOME PU 
END 


TO DIST.AL.AGUA 
OP :PROFUN / COS :1 
END 


TO R 

MAKE ""SENO.R :N * SIN :1 

OP ATAN :SENO.R / RC (1 - SQ :SENO.R) 
END 


TO DIST.AL.EJE.Y 
OP :PROFUN * (TAN :1) / SIN R 
END 


TO TAN :X 
OP (SIN :X) / COS 
END 


TO SQ :X 
OP :X * :X 
END 


TO ARRANCAR 
PROF.APARENTE 70 
END 


TO AMP :ALTURA :PROF :ANG.RAYO 

HT CS HOME 

MAKE "OJO LIST O :ALTURA 

DIBUJA.AGUA 

MAKE "N 1.33 

SETPOS :0JO 

PD 

DIBUJA.RAYO :ANG.RAYO 

PU SETPOS :0JO PD 

DIBUJA.RAYO - :ANG.RAYO 

(PRINT [ANGULO EN EL AIRE =] HEADING) 
(PRINT [ANGULO EN EL AGUA =] :ANG.RAYO) 
(PRINT [AMPLIFICACION =] :ANG.RAYO / HEADING) 
END 


TO DIBUJA.AGUA 
PD RT 90 FD 100 BK 200 HOME PU 
END 


TO DIBUJA.RAYO :ANG 

SETH (180 - :ANG) 

FD DIST.AL.AGUA 

SETH (180 - 1) 

FD DIST.AL.PEZ 

SETH TOWARDS FIRST :0JO LAST :0JO 


END 


TO DIST.AL.AGUA 
OP :ALTURA / COS 1 
END 


TO DIST.AL.PEZ 
OP :PROF / ABS COS 1 
END 


TO 1 

MAKE '"SENO.I (SIN :ANG) / :N 

OP ATAN :SENO.I / RC (I - SQ :SENO.1I) 
END 


TO ABS :X 
IF :X > O THEN OP :X ELSE OP - :X 
END 


TO ARRANCAR 
AMP 100 60 20 
END 


Ud 6 4 Ugo 4,gd 9 y UU 6 9 0 90 0 40 4 


O 


TO ARCO.IRIS :D :DD 
CLEARSCREEN FULLSCREEN 
MAKE "R 60 

MAKE "N 1.33 

CIRCULO :R 
DIBUJA.RAYO.A :D 

END 


TO DIBUJA.RAYO.A :D 
IF (ABS :D) > :R STOP 
COMIENZA .RAYO.A :D 
REFRACCION :N 

CRUZA .GOTA 

REFLEXION 

CRUZA .GOTA 

REFRACCION 1 / :N 
SALE .RAYO 

PRINT HEADING - 90 
DIBUJA.RAYO.A :D + :DD 
END 


TO COMIENZA.RAYO.A :D 

PU 

SETXY (40 + SQRT ((SQ :R) - SQ :D)) :D 
SETH 270 

PD 

FD 40 

END 


TO REFRACCIÓN :N 
SNELL :N 
END 


TO SNELL :N 

ENCUENTRA . ANGULO 

MAKE "ANG ARCSIN ((SIN :ANG) / :N) 
SETH (HEADING + :ANG) 

END 


TO ENCUENTRA . ANGULO 

MAKE "RUM HEADING 

SETH TOWARDS O O 

IF (ABS (:RUM — HEADING)) > 90 THEN RT 180 
MAKE "ANG :RUM — HEADING 

END 


TO REFLEXION 

LT 180 

MAKE "RUM HEADING 
SETH TOWARDS [O 01] 


O 
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RT (HEADING -— :RUM) 
END 


TO CRUZA.GOTA 

MAKE "L 2 *x :R * COS :ANG 
FD :L 

END 


TO CIRCULO :RAD 

MAKE "PI 3.14159 

HT PU HOME 

FD :RAD RT 90 PD LT 15 

REPEAT 12 ERT 30 FD 2 * :PI * :RAD / 12] 
LT 75 

END 


TO ARRANCAR 
ARCO.IRIS 30 2 
END 
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TO CAMPO.ELEC :Q1 :X1 :Q2 :X2 

HT FULLSCREEN CS 

MAKE "POS.Q1 LIST :X1 O 

MAKE '"POS.Q2 LIST :X2 O 

PU ELIGE.LINEA O 330 :POS.Q1 10 

IF (:01 * :Q2 > 0) THEN ELIGE.LINEA O 330 :POS.Q2 
10 ELSE- ELIGE.LINEA (360 — :ANG + 20) (-180 + 
:ANG - 30) :POS.Q2 (-10) 

END 


TO ELIGE.LINEA :ANG :FINAL.ANG :Q.POS :LON 
PU 

SETPOS :Q.POS 

SETH :ANG 

PD FD 10 

PASO O 

IF :ANG > :FINAL.ANG STOP 

ELIGE.LINEA :ANG + 20 :FINAL.ANG :Q.POS :LON 
END 


TO PASO :N 

ENCUENTRA. DIR. CAMPO 

FORWARD :LON 

IF ANYOF (ABS XCOR) > 110 (ABS YCOR) > 110 THEN 
STOP 

IF CANYOF (ABS :CU.DIST.1) < 90 (ABS :CU.DIST.2) < 
90 THEN MAKE "ANG HEADING STOP 

PASO :N + 1 

END 


OOO O 
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TO ENCUENTRA.DIR. CAMPO 

MAKE "POS.ANT POS 

PU SETH TOWARDS :PO0S.Q1 LAST :POS.Q1 
MAKE "CABEZA. HEADING 

MAKE "CU.DIST.1 CU.DIST :POS.Q1 

SETH TOWARDS FIRST :POS.Q2 LAST :POS.Q2 
MAKE "CU.DIST.2 CU.DIST :POS.Q2 

BK :Q2 / :CU.DIST.1 

SETH TOWARDS FIRST :POS.ANT LAST :POS.ANT 
SETPOS :POS.ANT 

PD RT 180 

END 


TO CU.DIST :POSICION 

OP ((SQ ((FIRST POS) - FIRST :POSICION)) + SQ (LAST 
POS) - LAST :POSICION) 

END 


TO ARRANCAR 
CAMPO.ELEC 20 (-50) (-10) 50 
END 
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El estudio de la FISICA mediante el lenguaje LOGO puede ayudar 
sorprendentemente a comprender verdaderamente las leyes que rigen el universo. 
FISICA CON LOGO aprovecha eficazmente esta fructífera simbiosis. 


La resolución numérica de sistemas de ecuaciones que representan un fenómeno 
físico puede ser compleja, tediosa, y los resultados numéricos difíciles de 
interpretar. 


Un microordenador puede colaborar eficazmente con este problema resolviendo 
casi instantáneamente cualquier tarea aritmética y representando gráficamente 
los resultados (mil pixels valen más que un millón de números). 


El lenguaje LOGO es el más flexible (amplio vocabulario gráfico, sencillo de 
aprender) para la exploración de la Física con un microordenador. 


Para utilizar con éxito FISICA CON LOGO sólo se necesita tener mínimos 
conocimientos de programación y saber algo de trigonometría y álgebra. 


FISICA CON LOGO plantea una forma innovadora y activa de explorar la Física 
en todos sus aspectos: Vectores, Equilibrio de fuerzas, Caída libre, Oscilador 
Armónico, Leyes del universo, Desintegración Radiactiva, Puentes y Catenarias, 
Conservación del momento, Proyectiles, El principio de equivalencia de Einstein, 
Velocidad de escape, Optica, El arco iris, Campo eléctrico, etc. 


En cada capítulo se presenta un problema, los principios físicos involucrados y 
un método para resolverlo. Como conclusión se proponen problemas adicionales 
que permiten al estudiante comprobar y aumentar su comprensión del tema. 


Para cualquier profesor o estudiante de Física, FISICA CON LOGO representará 


una guía repleta de ideas para la exploración y mejor comprensión de las leyes 
de la naturaleza utilizando un ordenador personal y el lenguaje LOGO. 
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